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第 一 章 Fourier 变换 


本 章 介 绍 Fourier 变换 并 研究 其 基本 性 质 .， 由 于 大 部 份 内 容 
极为 一 般 , 在 此 我 们 仅 做 简 总 介绍 . 首先 ,在 前 两 节 , 论述 ECA), 
L*(B,) 空间 上 Fourier 变换 的 性 质 ， 其 次 ， 由 于 Fourier F RW 
形式 特点 更 容易 在 广义 函数 中 描述 , KEREP, RIIK Fourier 
变换 的 定义 拓 广 到 缓 变 广义 函数 空间 上 . 读者 将 会 注意 到 ， 灰 本 
章 中 , 我们 主要 是 利用 欧 氏 空间 的 平移 结构 ， 而 在 后 让 章 《等 别 是 
在 第 四 得) 里 , 欧 儿 空间 中 的 旋转 交换 起 着 重要 的 作用 : 


§ | Fourier 变换 的 L’ Peer 


空间 ， En 的 元 素 记 作 = (os, Ha, t's r), Y= Gu Ya,” ane een, 


对 于 mm yEL, cH y HAREM cy Days © Me RCE 
负 ) 数 jz| = / wrw; Wb, da = dary dag: -dan 表 表示 通常 的 Lebesgue 


测度 元 . | 
我 们 将 讨论 定义 在 F, 上 的 各 种 函数 空间 ， 其 中 最 简单 的 是 


(Dt I(E), 1<p<o0, 即 ,使 得 上 is 一 (|，|fl?dw) ”<% 的 可 


W RASH) (f 为 可 测 函 数 ). 数 IS lo 称 为 了 的 了 Ex 2 iH 
L°(E,) 是 由 E, 上 所 有 本 性 有 界 的 函数 组 成 ， 对 于 FC EMH), 
fl. |S (E) E E, 上 的 本 性 上 确 界 .通常 ,建立 空间 Oo (ER 


1) 当 f, gE L? (En); l<pe 时 , AXLE DA eE En AJE 一 g (%)， 则 称 
.与 9 等 价 , 如 果 考 起 由 此 等 价 关 系 得 到 的 等 价 类 ， 其 范 教 以 类 中 任 一 代 红 元 
的 范 数 来 定义 ( 若 了 与 9 Sh, 则 显然 有 月 fip 二 上 glp)， 那 就 得 到 一 个 Banach 
空间 , 我 们 仍 记 这 个 空间 为 L?(B7s)。， 从 上 下 文 可 以 看 清楚 要 讨论 的 L? (BH,) 
究 况 是 哪 一 个 空间 ， . 


si: 


cL RoE STP fleet ntact erento baled Phi Spee re ayers ET Haa me TES AS e 


由 一 切 在 无 穷 远 处 为 0 的 连续 函数 组 成 ， 并 以 上 述 I” 的 范 数 为 
范 数 的 空间 ) 比 建立 L= L (E) 更 自然 些 .今后 , 如 不 另 加 说 明 ， 
Br i Ba Mc Hh Je BA (Borel) RI R Hr. 

4 FEL (E) mt, f Wy Fourier £& 了 是 如 下 定义 的 函数 ;对 
于 任意 cCH#,, 


f=, fem de, 


容易 建立 下 列 定理 ， 

定理 1.1 (a) BRA fof BCE) 到 Tem) 的 一 个 有 界 
线性 变换 .事实 上 |< IS ls 

O) 车 AE), 则 于 一 致 连续 . a 

E 1.2(Riemann—Lebesgue) # fCLCH,), W34 |elo> 
oo 时 , f(«)->0; 再 注意 到 前 一 结果 , 于 是 可 以 断言 JEO. 

定理 1.1 是 显然 成 立 的 .至 于 定理 1.2, 当 f 是 % 维 区 间 工 = 
{rE Rb} 的 特征 省 数 时 ， 也 显然 成 立 
(因为 可 把 了 明显 地 表 成 累 次 积分 )、 而 对 于 这 种 特征 函数 的 有 
限 线 性 组 合 ， 定 理 1.2 的 结论 也 正确 ， 对 于 一 般 的 函数 fE 
LD (En), 可 以 借助 于 这 种 线性 组 合 g 按 芽 BCE 了 来 证 明 这 一 
定理 .因为 这 时 f=g+《f 一 g), 其 中 一 9 一致 地 小 ( 依 定理 14.1 
(a)), 而 且 当 12| 一 oo 时 ,g gq (wm)—>0. 
定理 41.2 给 出 了 函数 是 一 个 Fourier 变换 的 必要 条 件 . Ril, 
AF Oo 类 ” 远 不 是 充分 条 件 ( 见 4.1)， 似乎 尚 没有 简单 满意 的 
条 梓 来 刻 划 OCH) 中 函数 的 Fourier 变换 的 特征 . ' 


-上述 Fourier 变换 的 定义 ,可 立即 推广 到 有 限 Borel 测度 : bl 


piè Hy 上 的 有 限 Borel 测度 ,定义 应 为 
ji(e) = f „ tdn), 


如 果 在 定理 1.t 中 , 用 /的 全 变 差 代 替 LD 范 数 , WELT 


种 Fourier 变换 是 成 立 的 . | 
除 癌 量 空间 的 运算 外 ， 我 们 还 可 由 子 LH.) 一 个 “乘法 运 


算 ”, 使 之 成 为 一 个 Banach 代数 ， 这 个 运算 称 为 卷 积 , 定义 如 下 ， 
若 f.9 SRF LOE), 它 们 的 卷 积 疡 = fxy 是 一 个 函数 , 其 在 CE 
E,, 处 的 值 为 


n(a)=| fey) U) dy, 


容易 证 明 , f(z 一 y)g(y) EMER %, y 的 可 测 函 数 . 那么 , 根据 

Fubini 定理 交换 积分 次 序 , 立刻 推 知 hEL'(B,)， 生 ihlas 
Iflilg|s. 此 外 , 卷 积 运算 还 是 可 交换 和 可 结合 的 ， 更 一 般 地 说 ， 

4 fEL(E,), 1<p<oo, H gEL (En) 时 , h 一 fxg 是 有 意 足 的 . 
事实 上 ,我 们 有 以 下 结果 : E 

` 定理 1.8 ŽELE), 1<p<o, Age IAB), LES 

fro 是 有 意义 的 , 且 属 于 I?CE,)， 此 外 

llas IF lo igla. 


显然 我 们 有 IRI], -y)dy TARAN 
结论 容易 由 如 下 的 Minkowski 积分 不 等 式 推出 ， 
([,_ aa rae) <| (| Fæ- Pa) gw) lay 
=f lslgls. 


WEE, Fourier 变换 一 样 ， 也 可 将 此 运算 推广 到 有 限 Borel 


WE, Be w de En 上 有 限 Borel 测度 ， EX hafedu I F: XF 


sE E, & FEL, _ ao 


h(a) = -| f (2— y) duty). 


如 果 在 定理 1.8 中 ， 用 SREP g 的 Lt 范 数 ， 那么 定理 
1.8 对 这 种 卷 积 是 正确 的 . 

调和 分 析 的 一 个 基本 特征 就 在 于 . 二 个 项 数 着 积 的 Fourier 
变换 是 它们 各 自 Fourier FRAN (RD RE. 更 确切 地 说 ， 有 从 定 
义 可 以 直接 推出 下 述 结果 ， | 

定理 1.4 车 f 和 yg HRT Lz), N 


(fxg) `= fg » 

其 他 许多 重要 的 分 析 运 算 与 Fourier 变换 之 间 ， 也 有 极 简单 
的 联系 ， 例 如 , Oo. RACE, 给 出 的 平移 ( 即 把 函数 g(a) MR 
射 成 函数 gah) WEF), 则 当 f ELE) 时 ,有 
(1.5) (i) (taf) (w) =e 2" F(a), 
| (ii) (esf (1)) Cw) = (nf) (a), 

又 如 ， 令 3 表示 由 wa>0 给 出 的 伸缩 (即将 函数 yg(w) 上 映射 成 
函数 g(az) WRT), TEM SELE) 时 ,有 
2.6) a” (Saf) (0) =f (ata), 

至 于 微分 与 Fourier 变换 , 则 以 下 述 方式 相互 联系 ; 

ERII g fELEn), f(e) ELE), Wik a 是 第 
个 坐标 函数 ， WW 子 关于 oy WR, E 


aio = ( — Qe trf (t))* (a), 


证 了 明 4h=(0,- 0,…, 0) 是 沿 第 个 坐标 轴 的 非 零 
-向 量 KA. 5) 2 (i) “beng 控制 收敛 定理 , 当 Ur>0 RT, 


fot — Fa) D f(a) -人 FOP @) 


> (20th f (t)) (8). ©] 
定理 .7 WRT, 函数 乘 以 第 上 个 坐标 函数 后 的 Fourier 变换 ， 
PF WAY Fourier 变换 对 第 PERM RS RUTH 
数 ， 我 们 还 可 证 明 , 应 数 的 偏 导数 的 Fourier 变换 可 以 用 函数 的 
Fourier 变换 乘 以 相应 的 坐标 函数 而 得 到 (也 差 一 常数 因 字 )， 我 
们 将 遇 到 这 个 事实 的 多 种 表达 形式 ， 为 了 精确 叙述 其 中 之 一 (或 
许 是 最 易 证 明 的 一 种 ) ,我 们 引入 下 述 概念 : 车 E LPB), 且 存 在 
gE DCR), 使 得 当 加 一 >0 RF, 
(f, | flath -S£ _ g(a) da) "30, 


Ep | a 

OK SRL 范 数 关于 ox, ara Cates 1.7 证 明 中 规定 的 

WE). KA g RAS D PRAT wy 的 偏 导 数 ， l 
2) 我 们 将 一 直 沿用 记号 (…)^ 来 表示 (…) 的 Fourior EM, 


+ 4: 


对 1g(w) 一 fc) (ee -1) /hx| 应 用 (I. 厂 之 (i) 和 定理 1.1 
之 (a), 并 令 h0, WB, 

定理 1.8 #fCHL,), g Æ fik CREF ON 偏 导 
数 , 则 

g(a) = = it f (x), 

定理 1.7 和 1.8 PE ANEA. 我 们 不 再 详 述 ， 只 给 
出 下 列 公式 ， 
(i) P(D)f (a) =(P(—2mit)f ())’*@), 
Gi) (P(D)f)* (a) =P (2aix) f(a), 
ZE, HT ne CTE PB a= (01, +, om), EE at mtaa, 
有 一 ore tan Oot Ouse Oar, MP FE a1, oo +, Gm HI TB 
项 式 ,P(D) 是 相应 的 微分 算 子 ( 即 在 PCz) 中 以 Dt 代替 a). 

现在 转 入 讨论 Fourier 分 析 的 反 演 问题 . 就 是 说 , 要 考虑 这 
样 的 问题 : 给 定 一 个 可 积 函 数 的 Fourier 变换 f, 如何 从 了 得 到 它 
的 原 象 fe 熟悉 Fourier 级 数 和 积分 初等 理论 的 读者 会 See fC 
等 于 积分 


(EL.10) = | foet da, 


不 幸 的 是 ,有 不 一 定 可 积 ( 例 如 , 4 n= 1, je EM 
时 )。 我 们 将 利用 积分 的 某 些 求 和 法 , 来 解决 这 个 难点 ， 首 先 引入 
ABEL 求 和 法 (关于 级 数 的 类 似 求 和 法 ， AEA) 对 任 
一 s>0, EX Abel 平均 4, 一 4,(f) 为 积分 | 


AP) =A=, Fede, 


(1.9) 


BR, HCI), Mima) =| f(e)de, WA, 甚至 


当 了 不 可 积 时 ，Abel 平均 也 是 有 意义 的 (例如 ， 若 只 假定 了 有 界 ， 
”那么 对 一 切 e>0, Af) 都 存在 ). 并 且 ， EE f AN HY BH, A; Af) 
的 极限 


(1.11) lim A.(f) -lm | 。 fla)e**! da 


ARs Sato coerce tn he Magn oe MEET en grab, 


一 -一 


也 厅 以 存在 .这 和 神情 形 的 一 个 经 典 例子 是 当 ?= 工 时 函数 f(z) = 
sing 2 
= 


只 要 (1.11) 中 的 极限 存在 且 有 限 , 就 称 | f Abel 可 求 和 , 和 


就 是 该 极限 值 . 
与 Abel 求 和 法 类 似 的 是 Gauss 求 和 法 . 它 是 用 Gauss 平均 
(有 时 称 为 Gauss- Weierstrass 平均 ) G (f) =G XER, 


GP =G,.=|, PO da, 
如 果 
airy limG,( f) = lim m| f (aeii da 
FELETI WI 人 f Gauss TEEST D. 
-我 们 看 到 ， -区 和 (1 并 7 都 可 写成 以 下 形式 : 
AD MD) Bex) f(a) de, 


Kh, DEO, HOO) =1, KMS) WBS | SHOT! 着 


Hoa f) 二 mi fy S IRA, AEE 


“我们 需要 计算 oe" 和 eer 的 Fourier 变换 ,前 者 很 容易 计 
算 ， 它 可 化 归 一 维 情形 , 由 于 


n co 
| g aati" arias dg= H il- CE 一 4 T mid da; 
En l =] 一 名 ' 


-83/4 m Dn/ gt/ 
4 


es 2a TS 
对 此 化 变量 代 换 (~/ /2w x )y =, 就 得 到 
o a1. 13 x}—Wa>0,# 
3) 如 所 周知 ,此 时 lim |” f(z) ac ETE. ABU, RES RETA, 电 上 述 极限 
存在 , 设 为 1, 则 Abel 平均 4.=| erf (a) de Mee FL, 


- . 


NE, . 
ne RA ARE RTI! ME een a aR meneame © 


| g FEV g arity dy 一 aM gTa 4) 
En 


至 于 计算 第 二 个 函数 的 Fourier 变换 , 要 稍 困 难 些 , 我们 有 以 
下 定理 ; 
定理 1.14 对 一 切 w>0, 有 


| CC 一 251Vixe 一 27 主 "g dy = Cr 
E 


Ferh en = L (n+ 1)/2]/ (08), 

证 明 ” 作 变量 代 换 , 我 们 看 到 , 只 要 证 =< 1 MRED. A 
此 ,我 们 暂且 承认 ,在 B>0 时 ,有 
"Co ee 


ee gp Bf dt du 


. -p Í 
由 "Te lo Si 
然后 ,应 用 定理 1.13 来 建立 第 三 个 等 式 ， 


En 


4 


oo -u 
| € _ ett yt /4u duler tt dy 
0 a 


-j RA Ju 


. 1 kai e“ ` Arii yA zit. ] 
= — pad | ensav gito dyl du 
A/ 0 AY UL En p 


Fe AE re 


a 


S 1 
-ze |, etud eT "t" du 
. 1 1 ea et -13/2 
= eS TF Jo g” ds 
- T[(n+1)/2] 1 
MW/ (1 十 Iti”) (erage . 


记 以 ,只 要 证 明了 (i), 定理 1.14 就 得 证 ， 现在 用 下 面 两 个 等 式 来 
(0) | cee el, 8>0 


4) 注意 , 这 个 定理 说 明 et 是 它 本 身 的 Fourier 变换 ， 


一 一 一 一 一 一 


1 ABNER ALEA amet ra nae eed ne emai erage 


ees 1 -f —(1+ etu 
(iii) Tre o € du. 


这 里 ， 第 二 个 等 式 是 显然 成 立 的 .至 于 第 一 个 等 式 ， 车 对 函数 
e/t?) 应 用 残 数理 论 , 也 不 难得 到 .于 是 ， 


cos Bx 2 pee > -u ugt | i 
f te dæ = 元 | cosge] f e` “e~ dur da 


S 
% 
ND 


li 


ajy ajv ajv ajv 3 


里 
—Ė, 
© 8 


CE ™ if 2 2 cos Ba del du 
0 


I 


i 


© 3 
w% 
è 
~ 
| m 


5 | Cu vide dz} du 


e” | or | ETIT UN yT RTIA dy} du 
N = easel du. — 
u . 
因而 定理 得 证 ，】 


设 w>0， 我 们 用 不 MP4 A RAR eA 和 6 “7 的 
Fourier Æ $, BI, Wt, a) = (40a) Pe t P(t, a= 
6, [a/(ar+ [k[*)°?’?) ,前 考 称 为 Weierstrass 核 (或 Gauss- Weier- 
strass 核 ), BRA Poisson K”?, 

我 们 要 特别 指出 ， 积 分 (41.10) 的 Abel 平均 和 Gauss 平均 都 
KTS ( 按 范 数 以 及 a.6.)， 为 此 , 我 们 先导 出 一 个 一 般 公式 , 它 
能 把 该 积分 的 Abel 平均 与 Gauss 平均 表 成 与 Poisson 核 或 与 
Weierstrass 核 的 卷 积 .为 了 得 出 这 些 表 达 式 , 我 们 要 用 到 下 看 的 
重要 结果 : 

定理 芋 .地 (乘法 公式 ) AS, RT DE.) W 


| P@g@) dw={ fw) Ga) de, 
证 明 应 用 Fubini 定理 ,我 们 有 
5) 在 稍 后 的 章节 里 ， 我 们 会 遇 到 另 一 些 Poisson 核 ,它们 定义 在 一 定 的 区 域 上 . 


故此 后 ,我 们 称 刚才 引进 的 Poisson 核 为 定义 在 上 半空 间 Eir {a= (ay, s 
Tn» Enti) € Enti; Tny > 0} E 的 Poisson 4%. 


© 8 
a 
è 
Zoo 
bo| = 


| f(a") g(a) de { IN TOt g(a) da 
=f {| tl. € gla) ete dal FCE) dt 


=|, IONO at, l 
”现在 假定 (1.12) 中 的 D 是 可 积 的 ,其 Fourier 变换 多 gp. 车 
令 ge(z2) 一 "p(w/8)， 8>0, W (1.6 (5.D)^(w) 一 se-"p(z/) 
=p), Wm, 从 定理 1.13 可知 ，B (2) =e" 时 ,有 gs(2) = 
W(x, e), ZM, 从 定理 1.14 可 知 , Ola) =e"! BY, 有 pla) 
= P(a, e). 于 是 , 为 了 计算 这 后 一 函数 的 Fourier 变换 ,我 们 对 
f(x) 和 es “6.6(o) 应 用 乘法 公式 (定理 1.15) 和 (1.5) 之 (ii) 就 
可 得 到 
定理 1.16 ASMORTLA,), He=é 则 对 一 切 s> 
0, 有 
J. f (o) teper) dom | ti @)9,.(@—t) da, 
特别 有 ， 
f f (w)emt-ag cao 人 Fæ) P(e t, a) do, 
目 对 一 a>, 有 3 
|, Fadertretniet dam f(a)W(a—t, a) do, 


现在 我 们 来 证 明 ， 对 于 包括 Abel, Gauss 求 和 法 在 内 的 诸多 
求 和 法 来 说 , 积分 (1.10) 是 可 求 和 于 了 的、 首先 证 明 , 在 非常 一 般 


的 条 件 下 , | fleet (ex) de ( 见 (1.12)) 按 二 范 数 收敛 于 
f. 其 条 件 是 : OS ê=p HB, H | pade=i, FENA 
将 指 出 Poisson 核 和 Gauss- Weierstrass 核 均 满 足 这 些 条 件 . 
| 3181.17 (a) 对 一 切 a>0， 有 | W (x, a) de=I, 
(b) 对 一 切 e>0， 有 | P(x, e) de=1. 


证 明 首先 ， 由 变量 代 换 ， 我 们 注意 到 | WG, a)do= 
| We,Dee,| P@,e)de=| P(ew, D de, Bit, REX at 
=e 的 情形 证 明 引 再 即 可 .此 时 (a) 是 一 维 等 式 | de= 


2、/ 元 的 直接 推论 (因为 n 维 积分 可 写作 % 个 这 样 的 积分 的 乘 
积 ). 为 证 明 (b), 先 要 看 到 1/0, 一 mo*5202[ 人 [2 十 1)73] Æ Bias 中 
ALES 2, 的 面积 之 半 . 车 用 On 表示 2, 的 面积 , 则 〈b) 等 价 于 


sz 加 


&r= jel, roari C4 w40), Sa 
Mint 上 的 面积 元 ， 并 设 ve tand, mA 


; |vl=1}, da’ 为 


dat ) pidr i 


f i - | 1 
a, F a] oy are 
_ “eo grt 
Sona), TEP r 


a/R 
== wns | sin” ig dÂ, © 
D 


而 wn_isin*10 显然 是 用 超 平 面 t=cos9 去 截 马 而 得 到 的 半 和 名 
为 sind 的 球面 面积 ， 因 此 ,上 半 个 S, 的 面积 可 由 这 些 (m-1) 纵 
球面 面积 对 9 积分 得 到 , 其 中 0 自 0 变 到 7/2 就 是 说 ， 


sh 2M, 1 7 ， . On- af?” sin n” 1 dð = 
DA EM: } as 
BELI BPEL), H| pdam, WF 8>0,4% 


mle eple). 如 果 SJELLE), I<p<oo; RESEO 
LUE.) WA, 80 时 有 [xp 一 fs>0， 特 别 地 ， 当 s->0 时 ， 


u(x, =f. FOP- t, 8) dt Fil s(w, e) = f f(t YC e) dt 


6) 249%, 我 们 把 原来 的 积分 用 REER (r, x) Rih. 定 此 提醒 读者 ， da= 
192-1drdvx' ( 详 见 (4.14) XRF). 
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R De 范 数 收 做 于 9 
证 明 由 变量 代 换 得 到 
f Ps Ct) at—| ， e "p(t/e) z=) p(t) dt=1, 


Cf ge) (a) —f @) 
-| F(e—t) a(t) dt- | J (w)p.(t) dé 


=|, L¥@—-)-f@)1e.@ dt, 
故 由 Minkowski 积分 不 等 式 推 知 
Ifred], (ff @-)-F(@) Pde) elos) ldi 


-| 4 月 F(a et) — Fe) KOM |p(t) | dt, 


“而 表达 式 (|，|/ e+ 及 -fæ Pda) mon) =o) 就 是 通常 

所 说 的 了 在 LP 中 的 连续 模 。 由 于 lh) <2/ flip, 连续 模 显 然 是 

的 有 界 函 数 ， 此 外 , 当 [hl OW, 还 有 oM, 这 一 事实 对 于 

f 连续 是 有 紧 支 集 的 情形 是 显然 的 ， 至 于 一 般 的 户 可 用 连续 且 

有 紧 支 集 的 函数 来 逼近 ( 按 到 范 数 ), 从 而 证 明 上 述 事 实 。 至 此 。 
我 们 已 证 明了 

E Iep- fl<|_ o |o®| dt, 


而 由 于 在 e0 时 ， 上 式 右 端 被 积 函 数 趋 问 0， EELEE. 
2S lolo) | 控制 , 故 依 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 右 端 积分 趋向 0. 
定理 得 证 .】 l 

根据 同样 的 论证 , 还 可 得 到 下 述 结 果 . BR 它 并 没有 涉及 
Fourier 积分 的 反 演 问题 ,但 对 以 后 的 讨论 是 有 用 的 . 


推论 1.19 设 pE D(CB), 且 |,P()0=0, MRBSE 


7) 这 里 ,对 于 2EB。, e>0 PE XH RK ule, e) KAS AY Poisson 积分 ;5S (%，é) 
称 为 了 的 Qauss-Weierstrass fx >, 
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| k Fp re a 
TOHA. Rh es 站 vo 


P(E), 1<p<o, &fEQCL’ Hn), 4 8-20 it, BE Leo, 
0. 

证 明 我 们 立刻 看 出 ，(jfxp)(z) = (fre) (@) — f@)+0= 
AORO AO a [fo — fo) Ig at, & 
下 的 论证 只 需 重复 定理 1.18 的 证 明 ，】 / o 
从 定理 1.16 和 了 工 .18， 我 们 得 到 Fourier 反 演 问题 的 如 下 解 
答 ， . 
定理 1.20 mR O KK Fourier FR p= E HRN, H 
| P) so= 工 则 积分 | Jede 的 更 平均 按 I EM 
于 jc), 特 别 地 ,Abel 平均 与 Gauss 平均 按 下 RRR So). 

HE Ya>0 Hath, s(x, a= { EOL g-amraitit gt 


在 DF OE f(@), 故 可 选 一 序列 a0, 使 得 对 几乎 所 有 的 和 
Hele, wf (e), AABE SELE), WA h Lebesgue $ 
RAEM, 得 出 下 面 点 态 结果 . KEE 
“推论 1.21 WR S, f RIR, WAR ILP -Wi @, 有 
FOr f Faer sdi 2 E 让 
上 上 面 我 们 已 经 挑选 了 Gauss-Weierstrass 与 Abel RM m 
者 可 能 是 最 简单 的 求 和 法 , 而 后 者 , 我 们 将 在 第 二 章 中 看 到 , 它 与 
调和 函数 紧密 联系 着 ， 并 给 Fourier 分 析 提供 了 一 个 强 有 力 的 工 
3” aban 
说 明 Gauss-Weierstrass 方法 相对 简单 的 典型 例子 是 总 更 
1.18， 它 的 证 明 远 比 Abel 方法 的 相应 结果 (定理 1. 14) EMAA 
多 . 


8) 从 定理 1.1 已 经 知道 了 是 连续 的 。 如 果 了 可 积 , 则 积分 | 是 这 四 grt 也 


一 个 连续 函数 ( 它 实际 等 于 A-a) .这 样 ， 在 零 测 度 集 . 上 改变 了 的 值 ， 就 
可 使 推 沦 中 的 等 趟 对 -- 一 切 % 成 立 . 
9) 同样 ,Gauss-Wejierstrass 的 方法 与 热传导 方程 的 解 有 着 紧密 联系 。 
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i et 
oF 


， 我 们 还 曾 看 到 , 引 理 1.17 (2) 的 证 明 要 比 (bp) 的 容易 得 多 . 值 
得 指出 的 是 , 利用 推论 1.21, 可 以 不 经 引 理 1.17 证 明 中 所 用 的 计 
算 ， 而 导出 后 者 。 FKE, 对 fle) =e "应 用 推论 .23I 并 利用 


定理 1. 14, 可 得 |， P(t, se) eariz4di-e-azecl， 再 令 w=0， 就 有 
f. Pt, e) dt=1, 


SEM 1.20 显然 可 知 ,车 对 一 切 ww 有 了 (2) =0， 则 对 几乎 所 
有 的 纪 有 J 芒 =0， 将 此 事实 用 于 了 - 户 一 户 , 就 得 到 Fourier 变 
换 唯一 性 的 结论 ， 

HEHE 1.22 fa foc TIE), AM oC BA fil) =fa(a), 
WWM ILA H wE En A fi) = 了 s(t). 

Bj Fourier 反 演 问题 ， 在 点 态 意 义 下 也 有 一 个 解 . 我 们 要 
特别 证 明 ; 积分 (1.10) 的 Abel 平均 与 Gruss 平均 几乎 处 处 收敛 
FIO. 为 此 , 尚 需 引 进 儿 个 新 的 往 念 和 和 记号， ESR PER 
事实 ， 它 是 关于 了 上 函数 积分 的 微分 理论 的 : BSE E 上 局 部 
可 积 ,那么 ,对 几乎 一 切 wEB。, 当 7->0 时 ,有 


a8 i fa FEDO, 


48 8138, 这 一 事实 对 下 E IC， 是 正确 的 ， 我 们 称 使 以.28) 成 立 
的 点 2 之 集 为 积分 的 可 微 点 集 . 这 一 点 集 与 每 个 局 部 可 积 的 函 
数 有 着 固有 的 联系 .另外 还 有 一 个 与 有 着 固有 联系 的 点 集 , Č 
虽 较 小 ,但 其 联系 更 紧密 (如 我 们 即将 看 到 的 ). 它 是 使 得 a 


aW Lf FE- -S ldo, 4 r0 
RENH a RA. 这 个 集合 叫 作 了 的 Lebesgue FEN 


10) EF Sor) RRR (ECE, |t-al<r, HISGN| 是 其 测度 ， 那 么 ， 

i BPF F@) lim |r) |] | Fat, Hae Lit, BRR SC) 

. -io( 专 a F(t) dt, 古典 的 Lebesgue 定理 就 是 指 的 这 一 等 式 几乎 处 处 

RX. 我 们 把 (1.23) 几乎 处 处 成 立 的 证 明 推迟 到 第 二 章 ,在 那里 , 它 将 成 为 
Hardy-Littlewood 极 大 函数 一 般 法 巧 的 直接 结果 (参看 第 二 章 推论 3.14) . 
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R, 的 几乎 所 有 的 点 ， 为 阐明 这 一 事实 , 我 们 设 ,是 E 中 使 得 
Him fy, (F-D pl If pl} d=0 


不 成 立 的 一 切 的 点 集 ， 利 用 (1-23), 并 注意 到 |/(2) 一 p| 局 部 
TH, AF, RSW. 那么 , 对 一 切 有 再 数 p， 了 ,的 并 集 思 
也 有 零 测度 ， 我 们 断言 , 当 wxE H.-P mt, 0.24 成 立 ， 事 实 上 ， 
给 定 ©CH,—F Mi e>0, > p 是 使 |fe) p] 二 /3 HARM, J 
用 &. 表示 En 中 单位 球 ( 体 ) 的 体积 ， 那 么 有 E 


er |,, fot) =f Cæ) | di 
<g> i fet) -P| dt 


+ am Saa PIO, 


其 中 右 端 第 一 项 , Ær 时 , EF |f (%w) 一 pl <2/2, 而 第 二 项 等 
于 |p -f(w) | 二 se/2. TS r 接近 0 时 ,有 


(Qar) t _ |f(w—t) —f (s)| dta., 

这 说 明 , 几乎 所 有 PRs Ba f BY Lebesgue A. : 
我们 要 证 明 , 对 于 /了 的 Lebesgue 点 集中 之 志 积分 (1.10) 在 
适当 的 条 件 下 , 钱 可 和 于 7 区 .更 明确 地 说 , 定理 1.16 和 下 述 结 
果 一 起 ， 将 给 出 使 这 一 事实 成 立 的 条 件 , ETEME D Hy Fourier 
变换 p 上 的 . | 

TE 1.25 设 pE DCE), p(w) = ess sup lp) I, is g> 
0 时 , 令 p0) = apa8). Mb @) E DCE), f E1°(H,), 1< 
PO, 那么 3 RHE 化 属于 上 的 Lebesgue A, 就 有 ， 4 

o imp aSa, o@ ae. 

n, MLR Wee H,, f 的 Poisson 积分 与 Gauss-Weier- 
strass 积 分 f, f(t) P(a—t, 8) di $ | fOW(a-t, 8) dt, 在 4 
->0 时 收敛 于 f (2), oe 
,14 ， 


ei E a ee A ER i UPETI.. AR Ae Hara WE o o n: 


征明 任意 取 定 /的 Lebcsgue 点 集中 一 点 z， 对 8>0, 可 找 
到 9> 0, 使 得 , 4 <n 时 ,有 


G) ref FB faldt d. 
由 于 对 一 切 s>0， | ,PD = 人 ott) di-a Het 
ep) (a) ~af (2) |= f, F@-)-F@)} p) a 
CNAOL 


| 


+f {f (@—t) ~S @) sp.) as | 


< 


=f + lo, 


为 估计 I ASG Wb HAE v4 CNH |z] = ltt, 
由 (9) 一 上 (ss))， 如 果 在 || 一 7 时 , 记 polr) = pla), W polr) 是 
”的 递 降 函 数 ， 于 是 , 若 记 中 的 单位 球体 之 体积 为 Qn WH r 
>0 R r> kf, RNA 
< WO) de>0, 
就 是 说 ， tin ergo) = 0 (24 1-90 2o). 当然 存在 一 常数 A, 
使 得 当 O<r<oo Bt, Ar Wo(r)<A, WA Lea 表示 单位 球面 


WER, I=, #2 9@)=( joe) la, se 
aH Bra LERTE. BA, RAE), Å r< 时 ,有 > 
a © Gr) =|" ety (s) der", OS 
利用 这 一 记 法 和 这 些 事实 ,我们 得 到 
Fi<| Iæ- fE) eha) dt 
DOOR ACOLLA 
AGP) olre) | Gr) ale-molr/®)) 


< Or" eu (r/e) |， 一 ce s~” dols) 
<A —{"" dsrdibo(s) <5(A— | sayocs)). 


然而 ，- | Sapol) =n” sols) ds= (nona), adda, 
这 说 明 存 在 一 个 仅 依赖 于 由 的 常数 B, 使 11 <3B, 
为 估计 La, $ p(w) =e" (a/e), HA x, 表示 集合 (1E En 
jo > 中 的 特征 函数 ， 那 么 对 于 (1/p) + (A/p) =1, 4 
ToS [Ff (ol xatbelle + (FC) | zapla. 
XE lhl  Wa)de=| po) de, 


于 是 第 二 项 与 s 同时 趋向 0。 我 们 还 可 证 明 第 一 项 也 趋 于 0， 由 
Fw ~1+(p'/p), EH Hölder KER, 可 得 


zd) Eh)? ads ) 


=( | ,we) tho)1r ds) 
| RA 
但 是 ,正如 我 们 曾 指出 过 的 , 当 e0 时 , 有 nthe sup p(w) = 
n*(n/8)"bo(n/8)—->0, | E 
至 此 ,我 们 已 经 证 明 , 4 e 足够 小 时 ， 
| | Cf spe) (2) —af (x) | 
以 3 的 一 个 常数 倍 为 界 . 这 个 常数 仅仅 依赖 于 水 ， 由 此 定理 得 


BY 


WMR o 是 /的 连续 点 ， 那 么 它 显 然 属于 f 的 Lebesgue AS, 
因而 定理 1.25 对 任 一 这 样 的 点 成 立 ， 车 在 0 点 连续 ， 财 定理 
1.25 m 1.26 As 


lim | f(a) ee dy— 700). 


若 进一步 假定 f>, 则 由 Fatou 引 理 知 PELE). 于 是 (参看 
cE 11 之 (b)), MH Hi 1.21 得 知 , 积分 (1.10) 定义 了 一 个 几 


e 16 。 


平 处 处 等 于 f(t) 的 连续 函数 ， 因 而 得 到 以 下 很 有 用 的 结论 :， 
推论 1.26 BSCE), 日 >0， 若 在 0 点 连续 , 则 耻 
属于 LE), 旧 对 几乎 一 切 志 有 


O= |, Fotto, 
特别 有 | f(0) -| F(a) da. 


”由 上 述 推论 以 及 定理 1.13 和 定理 1.14 中 的 公式 ， SeA | 


ERLT (a) |, Wo, Woedooeeet 
(b) | P(x, ajete dyra 4 o>0. 


o 从 定理 4 .推论 1.22 和 工 .37， 立刻 可 得 到 Weierstrama k 


与 Poisson 核 的 下 述 半 群 PE HR 
Hit 1.28 Fi aoa: 是 正 实数 , 则 


(a) We, ata) = | Wia—t, a) Wt, a) dt, 


DOP 


(>) Pw, atas) =| Plt, od)Pl, aa) dt, 


$ 2 2 理 诊 和 Plas cherel 定理 ay 
:虽然 对 LD (E) HR RK BOR BE, 定义 Fourier 变换 的 积 


分 不 是 Lebesgue 积分 ,然而 在 (如 ) H, Fourier 变换 有 它 BR. 


的 定义 和 格外 完美 的 理论 . Co 
”如果 我 们 假定 了 除 可 积 外 , 还 是 平方 可 积 的 ， 那 么 ; PRE 
AW Bs. SERRE, anA EE an 

定理 3.1 A SELL, w (fla CO 
证 明 令 g(%) =f Cr), MERAT fe = fxg E TAH): 
且 由 定理 I.4, 有 有 一 f9. AGF TÆR f 再 应 用 推论 


1.26, ii AELACH,) MACO) ~ | Aw) de (这 是 Bphggrz 不 等 
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ET RARR - PPE er ee ree er? ~ 


式 和 下 面 事 实 的 直接 结果 : 当 5->0 时 , L 中 连续 模 wsa(f; 5) 趋 于 
0 2 中 二 个 函数 ,9 的 卷 积 入 是 一 致 连续 的 )， 于 是 


| | f|? dæ -=| jun- h (0) =f f (æg (0 — w) da 
=| f@F@) da -| | f|? dz, J 


这 一 定理 说 明 ，Tourier 变换 是 定义 在 LL, DARTS 
LND 上 的 有 界线 性 算 子 (实际 是 等 距 算 子 )， 所 以 , 它 存在 一 个 
到 全 空间 至 的 唯一 的 有 界 扩 张 . 多， 多 称 为 了 2 上 的 Fourier £ 
换 , 并 仍 用 记号 了 .Ff 来 表示 ( 当 fEIP(B,) 时 ).， 

一 般 说 来 , 据 上 邮 定 义 , 对 于 SELE), EA Fourier 变换 f 
就 是 序列 {hn} 依 到 范 数 的 极限 , 其 中 {x} 是 LA? 中 按 T i 
KRAF 的 任 一 序列 ， 为 方便 起 见 , {7w} 可 以 这 样 选择 , 当 当 | 
<k it, And) 等 于 f(t), 而 在 其 他 地 方 为 0， 这 时 ， | 


(2.2) hi, (a) -| FAO di= | In (pe riens t, a 


那么 , 子 就 是 { 在 L? PRR. 

我 们 称 一 个 把 LE.) 映 到 N 上 的 等 距 线性 算 子 为 百 
HF. Hew 2.1 TANA FREER. Ih 还 可 知 EAR 
上 的 . 四 
定理 2.3 Fourier ,变换 是 PCE) 上 的 西 算 子 . 

-证明 AF ESEN, RO EA LB) 的 一 个 闭 
TAN., HERES SA IA), 我 们 就 能 找到 一 个 函数 9, 使 


igle%0, 4—0 SELCE), A |, foda—0, BA, REAR 
(定理 1.15) 可 以 推广 到 到. Ait, SEE, i Sida= 
fa fgdo=0, hii jE, 这 与 gla lAo F. ] 
q 322.3 是 L Wy Fourier 变换 理论 中 下 述 基本 定理 的 主要 


部 分 : 
EMA CLE), EF g) @) =(F9)(-2), 


=». I8 +， 


则 此 .多 -+ 是 Fourier 变换 的 道 变换 ， 
定理 2.3 A 2.458 ROY Plancherel <x, 和 定理 2.4 的 证 
明 可 以 如 下 实现 ; KZ ERIE AO 的 2 极限， 其 中 ， 


(2.5) f(t) = = HOTAT 
首先 来 证 明 该 定理 对 了 E 瑟 站 〈 值 域 的 一 个 稠密 子 集 》 是 E 确 


的 ， 为 此 ， 只 需 验证 FOP 的 表达 式 与 FFB, 而 这 一 点 
是 显 然 的 ， 因 为 若 令 F) = N KO gêr. “dz 一 1im 3p (在 TR. 


中 ), 则 对 一 切 gE IAN LP A ( 
(=|. g@(] Fe) eda) de 


, -| (> g(t) gr 2xin-t g t) 5 ie 


=(¥9, f). 


这 就 是 说 ,对 一 切 gEDNTI?, 有 (yg, A= (Fo, Ff)- 9, Nn, f: 


而 了 =f， 至 于 定理 的 一 般 情 形 , 可 用 建立 (2.2) 的 办 法 来 证 明 . 


因此 我 们 看 出 ,在 L h, Fourier 变换 的 反 演 问 题 , 有 非常 简 


单 而 完美 的 解答 . 鉴于 前 一 节 的 内 容 , 这 里 自然 要 问 , COR RA 


模仿 下 是 否 同样 存在 着 一 个 解 ， 例 如 ， 作 为 2 的 函数 ; i 
”可 积 , 故 积分 (1.10) 的 Abel FIREX MATRA ST E 


CH EP 范 数 或 几乎 处 处 )? 回答 是 肯定 的 ， BRAT AY Apa LS 


和 定理 1.25 似 及 对 LACH) 也 成 立 的 定理 1.16 See | a 
者 可 以 用 推广 到 的 乘法 公式 (定理 1.15)， HEMRA t 16 


那样 来 证 明 . 


有 了 DCE) 和 PCR) LEa Fourier 变换 的 定义 所 „ai 


就 容易 对 LH) HIE) 类 来 定义 Fourier BR, WB TACE) 


+ TAB) = {f\f=fatfo, frac D(A); fae LOCH}, yi RE 


1) EEE) 看 作 具有 内 积 ( 户 =|, fae 的 Hilbert 空间 , HADRAN 


悉 下 述 事 实 : 着 了 是 西 算 子 , 了 -1 等 于 共 部 算 子 2*( 即 对 一 切 户 gEI2(B ， 
满足 (Tf, g) 一 (f, 7*g) WRT). WATT RAR: CY, Tg) =F) 9). 


- 419. 


X (fati) = fit fa. 这样, 如果 pE LE), i=l, 2391+ g= 
fitSo, 就 有 ga- fi=faz g EL NL. 由 于 Fourier 变换 的 两 个 
定义 在 ND? bk, MAR G-fimfa—Go, TÆ Fit fom 
Jat 9a. 这 说 明 L E,) +I? (En) 上 Fourier 变换 的 定义 是 有 音 
义 的 。 由 于 这 后 一 空间 包含 一 切 空间 I?(,), I<p<2, 因 此 ,对 
— FELE), Fourier 变换 就 有 定义 ， 容易 验证 ， Fourier 变 
换 的 反 演 问题 同样 可 用 Abel 平均 或 Gauss 平均 的 办 法 解决 ， 类 
似 地 ,定理 .4 有 下 述 推 广 . 

定理 2.6 SELE), gEL(E), 1<p<2, W h= frg 
属于 LE.) (参看 定理 .3), 且 对 几乎 一 切 z, 有 

h(a) = f(s) g(a). 
在 下 一 节 , 我 们 要 进一步 扩展 Fourier 变换 的 定义 ， 我 们 将 


， 会 看 到 , 这 个 扩展 了 的 Fourier 变换 定义 用 到 LCE) (1<p<2) 


ZHE, SWAAN 的 定义 是 一 至 的 
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Lo Po am ak BE 7 划一 一 四 
皂 谓 # 测 试 函数 "空间 一 一 上 的 线性 泛 函 来 考虑 ， 并 假定 “测试 函 
数 ? 窜 疗 对 我 们 一 直 研 究 着 的 运算 (如 微分 ， Fourier 变换 , BR, 
平移 鲁 ) 有 具有 良好 的 性 态 ,然后 让 它 反映 在 广义 函数 的 性 质 里 ; 我 
俱 很 自然 地 从 下 述 考虑 来 确定 测试 函数 空间 ， 假 设 我 们 希望 在 一 
PERE S 上 定义 上 述 那 些 运算 , HES 对 这 些 活 算是 封 
Aw. KAS 肯定 应 包含 无 限 次 可 微 函 数 ， 依 仁 .9) 之 人 ,这 表 
WS 的 每 个 函数 乘 以 多 项 式 后 仍 应 属于 S. Bob, 我们 定义 : N 
RAKEN FS 2H E, LAO” 函数 p 之 满足 
B.D: sup |2°(D°p) (x) | <20 


者 所 构成 ， 其 中 On 表示 恕 ,上 各 阶 偏 导数 存在 且 连 续 的 函数 类 ， 
a Bin TENERA a= (04, =, an), B= (Bu =, Ba) (我 们 
PRACHEE). Pim, pa) =e", 3S0, WES, 而 
». 20 + 


p(s) =e" 在 原点 不 可 微 ， 故 不 属于 GO= PARR 
数 的 空间 DBASE S 中 的 . 

多 非 空 并 不 显然 ,为 指出 2 中 的 一 个 函数 ,考虑 函数 = 
e-1t, 当 t>0; f(t) =0, 24 t<0, 则 FEO”, 且 了 及 其 各 阶 导 数 有 
R, ApwD=fd+HfA—-d), WY ltl<int, Bee) = 
e VG) HEMT WO, BR, p(t) EC D=-A Hi), Ap 容易 得 
(a) WM wEH, Sw) =p) pe) lam), WPED= 
Din). Trama al cd, | 

(b) xf we En, Ona alot 
pe D=D(E#,). 

(ec) 车 IEO” 由 是 (b) 中 之 函数 , 则 pesa) 属于 DE»), 
H4 20 Bt, ep (ew)nl(e)>n la) ( 见 后 文 (3.9)). 

E (38.1) H, 两 种 运算 一 一 微分 及 乘 以 mm，…，w RE 
次 序 是 可 以 颠倒 的 ， 就 是 说 , gE.9， 当 且 仅 当 对 一 切 非 负 % 元 整 
数组 a, B, sup | D?(a@*o(2))|<0co, XM, 4 P din SBM, 
RCS, il P(2) (a) Al P(D) 92) BAFI. | 

空间 Oo 和 L?(E,), 1<p<oo, aa T. BINIRA 
Oo 和 I(E) 的 稠密 子 空间 . 对 PES, lol, UEH leplek 


有 限 线性 组 合 为 界 . 这 是 因为 : 令 4 一 [op|。， B= sup tot™ hee 


((3.1) 41 吾 <eco)， 于 是 对 TD<co， 


(|, jpa) Pda ) <( TOKOM 
+(| ey [plo) [da 六 
<4( 00)" 
+B(| | [alan _ 


_ nt YP [ Oni tp ， 
4(* y +5 (atts) 


a 


ERB, 用 lepal. REAL AH lol 时 ， 其 系数 和 指 
Bi a Ep 无关. 
MADZWDABBA, 4PESY 时 ,有 分 EO"， 再 结合 (2) 
ERA PES, B 
定理 3.2 Brel, MEET, 


实际 上 ,在 第 一 节 中 讨论 Fourier 变换 的 反 演 问题 时 ,我 们 就 


可 看 出 Fourier 变换 必须 是 SY 到 .Y 上 的 一 一 喘 射 . 

如 果 p, Y RAF .7, 则 定理 3.2 告诉 我 们 : $, 六 RBS, 
因而 oh BEY, 由 于 (pb) mpb, IA Fourier 逆 变 换 可 以 
证 明 ， 

定理 3.3 p, PATS, Mop 也 属于 .9 i 

BM SY 引进 一 种 度量 , 使 之 成 为 一 个 拓扑 向 量 空间 ， 为 还 ， 
我 们 引进 可 数 范 数 族 {pas}, A n BENERA a, 8 ZEP a B) 
- 为 下 标 ， 鉴 于 (8.1), 对 每 一 序 偶 规定 : MES, 


Pas(P) = sup |z“ D p(o) |, 


#A dao, fs) = rasp — p), WW die tt YT 上 的 -~ TRE. eae 
度量 排 成 序列 di, dye, HS d,=d/+d), n=1, 2,0, Wd, 
是 等 价 于 d;, 的 度量 ( 即 两 个 度量 确定 S 上 的 同一 拓扑 )， nea, 


<1, -因而 d= > rd, 是 上 的 一 个 度量 . 这 就 是 我 们 用 以 


定义 .9 的 拓扑 的 上 度量， 显然, 当 k> 时 , pop (关于 O4BM 
当 gx->9( 关 于 每 个 d,)， 由 此 得 出 向 量 空间 的 运算 (9, opty 
以 及 (a, p) apla 是 复数 ) 是 连续 的 . 因此 OY, d) 是 一 个 拓扑 
向 量 空间 . 

关于 I 及 其 拓扑 的 一 些 容易 确立 的 性 质 列 述 如 下 : 
(3.4) 映射 pz) 一 xDp42(2) 是 连续 的 . 
(3.5) 着 2E.”，, 则 lim rap 一 9 


(3.6) pE, h=(O, =, hi, =, 0) 位 于 五 ,的 第 2 PABA 
E, W |4| 0 H, 差 商 [pp 一 mp] /hi>ep/dz,, 
。 92 。 


Ss {hit Si WYRE AS. 


ee rai m ns egg -e n ee on -一 -一 EE eS 


(3.7) F 是 完备 度量 空间 . 
3.8) Fourier 变换 是 SY D) A 5 HERE. 
(3.9) DES WHE TE. 
(3.10) SY 是 可 分 的 . 
9 上 所 有 连续 线性 泛 函 的 集 S MWR ES LAREN, 我 
们 举 几 个 组 变 广 义 函 数 的 例子 . 
(D A FELE), 1<2<co ,定义 泛 函 二 一 万 如 下 ， 
Lp) = Llp) = -人 f(a) p(a) dx, pES. 
BR LES 上 上 的 线性 泛 函 为 证 其 连续 性 ， REM 
ESRD, TEBEH boo 时 , px->0( 在 .9 p). 我 们 已 经 知 
w, WH-q>1, [prle 由 形 如 lopa) HARRESE 
制 (该 组 性 组 合 的 系数 和 指数 wx 仅 依赖 于 % Ag, WAS Bx FOR). 
PEG, oul BE Ge 的 pao TES A RARE A A, Ai, E 
j->co 时 , 有 pelz->0， 取 9 使 1/p+1/q 一 1， 利 用 Holder RS 
式 , 有 Llp |< lolenigo0 ko), 于 是 LE 
{2) $Æ u EAR Borel WHE, NFER OL, EASE 
广义 函数 : 


169) = Lato) =|, P) dua), ner, 


(证 出 同上 例 , RER q=00), 
(3) 一 个 可 测 函数 了， 车 对 某 正 整数 放 具有 性 质 ， 
jw 人 IT je ELE, )， 1<p<oo, 
则 称 f WHE LP BR, CY poo 时 , IMR WRI HR), 


对 于 每 个 这 样 的 函数 EELO =|, f(a) de, JEF, 是 
F tT. 其 证 明 可 根据 例 ( 了 D 得 出 (将 工 (9) 写作 ， . 
LO) =f Gt lol) pA/ oda 


并 注意 pl) loiola) 是 .7 中 的 连续 映射 ) 
由 一 个 Borel 测度 u, HIER k, WHE 


i 


f G+ lel)*a|nl(@)<ee, 
WAZ EMA, In (8) —PE, 可 以 证 明 
| TO oe) duce) 
定义 一 个 缓 变 广义 函数 . 
(5) AR CH, Mtn eM MB, HT 的 范 数 


pas 的 连续 性 立即 可 知 , 1 wi LC) = Dep (a0), PES, 确定 一 个 组 
变 广 义 函 数 ， 其 特殊 情形 就 是 Dirac 3- 函 数 : 工 (p) =p). Eh 


可 以 从 质量 为 工 且 集中 在 原点 的 缓 变 测度 得 到 (例句 ， 当 态 一 
2 [Ox (HL 9) (9p/9ws)(0)) 时 ， 我 们 得 到 一 个 缓 变 广义 重 数 ; 


BRM BARRE. 


PCL) (或 更 一 般 地 说 例 (B) ) h HBAS ERREA R, 类 


—fpkai, (2) AAR.) ARE A OE. CEREAL, R 


们 把 三 各 Lp BOSE f Aw, 这 些 函数 和 测度 可 以 看 作 是 嵌入 2 


中 的 ， 因 为 如 果 赋 予 9Y 一 个 使 线性 泛 函 L>L(9p) (gEYX) 连续 
的 量 避 拓扑 , BA EA), lap<co, 连续 地 嵌入 MM, 上 


所 有 有 限 Borel 测度 空间 也 如 是 CEES E F Me lal = nl: ,dlnl 


的 Banach 空间 ). 

缓 变 广 义 函 数 有 一 个 简单 而 重要 的 特征 ; 

定理 3.11 S LMR LEREN AN, TPE 
存在 常数 O MER m.l, 使 得 对 一 切 pE2 有 


E |L(p) | <0 a p-p Pael P). 
| VER 显然 ,O.I.m HERS LEERE. 


车 设 工 是 连续 的 , 则 根据 度量 的 定义 知 ， 对 8>0 和 整数 mm、 


1, 集 族 ,in 一 {9; aante) EP HET WOR A M a 


(因为 在 该 邻 域 系 及 其 平移 一 一 所 导出 的 拓扑 中 ，gpx>p(%-> 
co) 当 且 仅 当 对 一 切 (a, B) 有 pas(9x 一 9) 一 0，) 那么 ,存在 一 集 
Natom, 使 得 对 一 切 PS Nasim, 有 | L(y) | <14, 现在 ， 对 一 切 PE 
. 24。 


i a er Fs Tee re 


Cy HL PA et Pr 


: 
per 


Mi 


F, & lol= Z, Pel. HO0<8<e, WA Y= C/lolec 


Nem (4 p40), BA L 的 线性 性 质 可 知 
(e/ lp | Le) | =£LGh) <1. 

THRE EW ARR, Hep O=1/e, ] 

现在 , 我 们 指出 ,一 些 重 要 的 分 析 运 算 ( 微 分 、 卷 积 .Fourier 变 
换 等 等 ) 可 以 在 .Y' 上 定义 ， 首先 定义 广义 函数 同 测试 函数 的 卷 
积 . | 

为 此 目的 ,对 En 上 任 一 函数 9, 定义 它 的 反射 (函数 ) g: gE) 
一 g( 一 2)， 当 以 9. 由 都 属于 .7 时 ,直接 应 用 Fubini 定理 可 得 


|, Gmg) (e) ba) do = |, ula) Gu) (@) da, 


我 们 知道 ， 映射 Yo | (ump) apa) dz 和 9->]， ua) Oe) da 


MES LWRECR. MRAM wo Mu RZ, WERFAN 
写 为 
(3.12) (uxg) (bh) =u (p), 
MRES Hp PES, 由 于 gx 由 EY, 故 上 式 右 端 是 有 意义 的 . 
此 外 ,映射 上 ->u(g* 由 ) 由 两 个 连续 函数 合成 , 因而 也 是 连续 的 . 于 
是 可 以 用 (3.12) 来 定义 广义 函数 忆 同 测试 函数 的 卷 积 。 

AAEM, KES Hp PEF, 有 (wxg)* 地 一 u» (orb), 
即 卷 积 满足 结合 律 ， 下 面 来 刻 划 这 种 卷 积 的 特征 . 

定理 3.18 若 vE.9G 0 pE.9, 则 wxg 是 一 个 函数 户 Ee 
CE, 的 值 为 f(%) =w(rep)， 其 中 re 为 平移 z WAT. 此 外 ,上 
属于 0”, 它 同 它 的 所 有 导数 都 是 缓 增 的 . 

证 明 先 证 了 是 属于 O HARRA. 令 h=(0,--+,hy,---0), 
依 (3.6) 知 , 在 .9 的 拓扑 中 ， enp Tt:pl/ hi> — te Op/Ox;) C 
14|->0)， 于 是, 由 勾 的 连续 性 , 当 ROM, AIf@+h)-f@))/ 
hy=ul [tenp — Ta] /hj) ul — Tt: (09/02;) ], 由 此 ,再 利用 (3.5) 
就 说 明了 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 又 由 于 apne, BEERA 


O 程 就 可 证 明 ; 对 一 切 % 元 非 负 整数 组 B，D41 存在 且 连 续 , MEA 


» 25 。 


(Df) (a) =(-1)? ue, DP), Hp 18 一 Bi 十 Bs 十 … 十 Bn。， 继 
而 因为 Doe S, RA Sf HEY, 的 各 阶 导数 亦 将 组 增 ， 但 
了 是 缓 增 的 这 一 事实 是 定理 3.1L 的 推论 ;存在 C>0 和 整数 人 

m, 使 得 
(oure8)|<0 DB, Paalrap). 
这 里 ， 
Pas Tap) = sup |w” (Dp) (w—a) | = sup | (w-+2)"(D*p) Cw) |, 
而 后 者 显然 以 2 的 多 项 式 为 界 ， 

为 了 证 明 urp 是 函数 了, 必须 证 明 


p=, POSO at, 


mO (usp) Ch) —uGap) =u | E-D ae) 


—u(| E ob dt). 
另 一 方面 ， 容 易 验证 上 述 积分 的 Riemann 和 依 .9 的 拓扑 收敛 
COOL a uCe@ t=) FDL dt, 
此 即 欲 证 之 等 式 ，】 | 
”现在 , SHES! PB. 首先 我 们 看 出 , Mu eS 时 ， 由 
分 部 积分 可 得 
| De woo) de= (—1)if wo) (Dp) (0) dæ, 


而 映射 p>| (D*u) (2) pla) dz Mp) wapad S 
RIESE EIS A, I (Deu) Flu, AKA, 前面 的 等 式 就 可 写成 
(3.14) (Dou) Cp) = (1) ub"). 

Aime UCS’,9pCS 是 有 意义 的 ,用 pouD pE S ELBE 
续 映射 (由 两 个 连续 函数 复合 而 成 ). 因此, 我们 可 以 借助 于 (3.14) 
FE RAL ee Du, TPR Du 属于 .9 

» 66. 


我 们 仍然 先 考 查 u, PCS 的 情形 , 引进 下 述 二 个 定义 :对 vcE 

， 用 rw 定义 .9 上 的 平移 算 子 n BES 上 的 一 个 线性 泛 
EE p RM (ru) (p) =vw(r_ip) 给 出 ， 对 一 切 pE9， 令 
wp) = ulg), RAIRE VBA u 4 BH u, 

根据 乘法 公式 (定理 1.15)， 对 一 切 4gE.4 ,我们 有 (人 一 
MOO ia)o(@) dai), Fist, EXP RH 
u 的 Fourier 变换 以为 如 下 的 线性 连续 泛 函 : 

(3.15) u(p) =u(P), PES, 

我 们 看 到 , #fEL (E), 1<p<2, EH Fourier 变换 作为 广义 
函数 , 与 第 二 节 蕊 末 所 定义 的 函数 子 是 一 致 的 ， 容 易 验证 , 这样 定 
MEY Fourier 变换 是 拓扑 问 量 空间 .XY “到 自身 的 问 构 . 

现在 ， 我 们 用 广义 函数 的 上 述 事 实 来 研究 Fourier 分 析 中 的 
基本 线性 算 子 类 一 一 与 平移 可 交换 的 算 子 类 .不 过 在 一 般 囊 空 
间 上 刻 划 这 类 算 子 的 特征 ， 尚 是 一 个 未 解决 的 问题 . 我 们 仅 就 某 
些 有 意义 的 特殊 情形 给 以 解答 . 

BV, WAH LE, LRH ES, BEV RAW 的 
算 子 ， 著 对 一 切 1E 吾 ，m 了 = Bm， 刚 称 吾 与 平移 可 交换 举例 
如 下 ; 固定 JE D(H), X% By-fxg, gEL(#,), 由 定理 1.3 
a, BEK IE) RA DL) 的 有 界 算 子 (有 BISI), 2 
变量 代 换 ,mm(B9) 一 有 (mg) 对 一 切 ge’ (E) 成 立 ， 下面 将 要 给 
出 的 结果 表明 ; 与 平移 可 交换 的 “所 有 ”有 界 算 子 都 是 “ 卷 积 型 ”的 ， 
” ”定理 3.16 HAT BÆ LE) >L.) (<p, q<) 的 
与 平移 可 交换 的 有 界线 性 算 子 ， 则 存在 唯一 的 缓 变 广义 BR, 


一 -=- 志 


“使 得 对 一 切 pE9 ,有 Bp 一 wp 


12) 对 于 2>32 的 情形 ,请 大 下 文 (4.18). 
13) 为 简明 起 见 ， 考 虑 %= 诗 的 情形 。 适 当 取 Riemann 和 可 看 出 ， 着 4 是 性 质 很 
好 的 函数 , 则 (Bp) (%) 可 用 线性 组 合 


| > u(t,) (ti tel) pt) = È Cp (a~ ta) 
TE. 就 是 说 , BHYAFBATKHERARACREN. 定理 8.16 明确 表 
BR, 一 切 与 平移 可 交换 的 有 界线 注 筑 了 都 可 以 这 样 来 下 近 . 


a a f ‘ 


tt A ET NRG RECN S RE c ARER apr TGS Ter Te a . 


此 定理 是 下 述 引 理 的 推论 . 
引 理 3.17 车, CLCH,), BRI D OM, fA <n+1 的 
各 阶 导 数 ， 那 么 了 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 9, 满足 | 
KOIRI 之 ， | DF ls, 


此 处 O 仅 依 束 于 维 数 % AFB AK p. 
EA Sae (a, +, om) CE WIE O =0, i 
(A+ [a DPA A+ aa] t ea O 之 ler, 


先 考 虑 p 一 的 情形 ， 由 蛋 .9) 之 (ii) 和 定理 1.1 之 (a), 有 
D Ka a i A 
=O'(1-+ |æ | 2 ) ~ Unt 1)/23 > | (2) Defy XE) | 
<C” (1-+ |æ |2) TED > | Df iis. 
由 于 (L+ o3) ern eB, 上 的 一 个 可 积 函 数 , 故 f EE). 
现 取 o-0"| (1+ | a | 2) “Mente dz , 便 有 
fh<o D DF. 
根据 推论 1.31， 就 得 知 了 几乎 处 处 等 于 连续 函数 9. FAK ¢ 
1.1 之 (a), 便 知 
OISIF ha B,D 
再 考虑 p> 的 情形 . Wo, t pco, H |x| <1 Bt p@) =I, 
lo] >2 Rt p@)=0. 则 gf 满足 p=1 时 引 理 的 条 件 ， 于 是 8f 几 
乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 及 ,使 得 
JRO) [=O 2 IA. 


因为 De (pf) 人。 Oo’ (D pp p), 故 得 


IDe hs) X O7 Dfl |De] de 


Peai | utr 


< Z O isup | (Dy) (@) f DSO do 


* 28 ， 


a e i di a 


<A D f, [De fo)|de<aB SY IDI, 


HIER: 4 


其 中 , 当 | zs 和 jx 时 ,4> Dplo, H B 仅 依 赖 于 p 和 mn， 这 样 就 
找到 了 常数 五 ,使 得 
[hO)|<K en (OF Ms. 


因为 |z| <1 Bt, (a) 一 1 所 以 , 在 以 0 为 心 , 半径 为 工 的 球 
内 , 了 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 9， 且 
O= [AOE Sy Dfl, 


于 是 ,只 要 适当 选择 p, 就 可 证 明 在 以 0 为 心 的 任何 球 上 ,f 几乎 处 
外 等 于 一 个 连续 函数 . 引 理 得 证 . 】 

现在 回来 证 明定 理 3.16, 首先 注意 到 , Moe SY. Bpik L 
范 数 具有 各 阶 导数 . 这 是 因为 , 设 有 =(0,…, hy, …,0) 位 于 第 3 
TERME, 我们 有 (tC Bp) -- Bp) /hy = (Bmp) — Bp) /h; = 
BUap—o)/hy)). m BF ip) /hs t S PI RF -p 
— 09/025, Kany — p) /hy FE DL? PEKAT — p= —Op/do, LA 
BEDPAL HART, RK (Be) —Bo)/hy 按 I 范 ' 数 收 
AT 一 0(Bp)/6wm/。 重复 这 一 过 程 就 可 证 明 Bp ik Lew ah K 
阶 导数 . 显然， 对 所 有 % 元 非 负 整 数组 a= lo, e, n, A 
B(D*p) = D* (Bo), 因此 ,由 引 理 3.17, Bp 几乎 处 处 等 于 一 个 连 
续 函 数 gp, 满足 条 件 

lge(0) | <O 之 |D* BP) 


-0 BH [BDP 
<[BIC SIDpl. 


上 述 不 等 式 说 明 ，gp>go (0) 是 一 个 定义 在 .7 上 的 连续 线性 
Hm (这 是 由 于 定理 3.11 URAL. SESS, 
Il, BÆ [ops |. 的 有 限 线性 组 合 控制 )， Rib Aun 
就 是 所 要 找 的 线性 泛 函 . 事实 上 ， 当 pE.” 时 ， 应 用 定理 3.13， 
可 得 (up) (a) = (ve) = VC[r_op]~) = Uop) = (tog) = 


SAREE W FA ie EARE EE. EE GE © o sopo emg e 


(B(t_ep)) (0) = (v¥_2By) (0) = (Bp) (2). 
HF u 是 这 样 构造 的 ,所 以 它 是 唯一 的 ， 因 此 定理 证 毕 . ] 
定理 3.16 连同 定理 3.13 说 明 , 对 于 PES, Bo 几乎 处 处 等 
于 O° 中 的 一 个 函数 ,该 函数 及 其 各 阶 导 数 都 是 组 增 的 . 
记 (L, L) 是 缓 变 广义 函数 的 一 个 类 , 其 中 的 广义 函数 入 具 
有 性 质 . 存在 4>>0, 使 对 一 切 De TS, A Juxpolh s A]lplp 4 p< 
BY, 定理 3.16 AMA E A 7 且 与 平移 可 交换 的 有 界线 性 算 
子 类 同 (Z2?，7Z0) 之 间 的 一 一 对 应 ( 算 子 pup 与 平移 的 可 交换 
性 , 可 由 定理 3.18 看 出 ). 当 2 一 9 一 2 时 ,我 们 能 够 给 出 广 oes 
类 (了 2，Z) 的 一 个 非常 简单 的 表征 : 
定理 3.18 Buy La, Bo-wo HMA LAS A L R 
AT. We ECL, LA, 当 目 仅 当 存在 5E L (如 ) ,使 得 4 一 2， 
此 时 (bj. 等 于 算 子 B 的 范 数 , H (wxp) =u. 
证 明 HEZ PES 定义 它们 的 乘积 2 出 为 中 之 一 
元 : 对 一 WPEF, (wh) (p)=vibp), 如 此 定义 了 广义 函数 与 测 
斌 函数 的 屁 积 后 , RIKERE, HUES PEF 时 ,是 否 有 
G) > (usp) ^ =ug, | 
Hib, DREAM APES, (uxp) Ch) =(ue) (Wh). 由 定理 
1.4 和 Tourier 道 变换 公式 可 立即 推 知 ， 细 是 px 的 道 Fourier 
变换 ， 于 是 根据 上 述 Fourier 变换 和 卷 积 的 定义 ， 有 (ump) (bh) 
= (usp) (ib) =u (ph) = Pp) = (ue) (VW), 因 此 等 式 (i) 成 立 . 
S poe T, WEF, Ho=-o(BGae TH 1.13 和 和 脚注 
4), uC, L), WW Plancherel 定理 知 , Do 一 zinfo = (uxgo) “ 
EL (DE,). 取 2(z) = ri Do (æ) = Dow) /Po(Z), 我 们 断言 对 一 切 
PCS, A 
(ii) (uxp) = be, 
由 (i) 看 出 , AASB (ue) (oh) = (68) () 对 一 切 ye 乡 成 立即 可 
(AGES PMH), WYE R, A (W/o (2) =b(wel"E 
2., FË 
14) .我们 认为 BrP) 与 连续 函数 gro 一 致 , 即 几乎 处 处 相等 。 
> 30 °° 


(uP) (p) =U) =U PPh Po) = (Go) (Gb/ Po) 


-| Po Cane ales ih (£) Cn 
En 


= |, OPa) de= (BP) O). 

Hie BU a FS h ub, BERN - WoC S IDEL R 
u(@h) = (b6) (HW) =b(G), MAR pg， 使 对 由 的 支 集 上 的 w， 有 
PCE) =1, W N =D) W—-WbeD Hix. A u=, 

因为 VE (L*, LA, 故 存在 A>0, 使 对 一切 PE.Y ,有 1250 一 
| (uxp)"lo=luxpla<Allols, xx BRAS bEL (En H bles 
A(R S EDP) 中 稠密 ). 

LZ, 4 U=bEL°(#,), H Plancherel 9 HAM BR (i) BPA, 
uE (17, LP), A bl. 是 算 子 BNR. ] 

MF p=1l=¢ 的 情形 , thay (Le, LDA —4 EGE, 

定理 3.19 设 忆 为 广义 函数 ,Bp 一 wxp(9E.9) 为 DN 
ORAT., We BUA, 荆 ) 当 且 仅 当 它 是 有 限 Borel 测度 ， 此 
时 ,的 全 变 差 等 于 算 子 B 的 范 数 . 

证 明 车 忆 是 有 限 Borel 测度 , BRE REL, L) ( 见 定理 
1.3 下 面 的 注释 ). 

RZ, Rue, I)， 我 们 考虑 DO PHBH: {e 4 一 
(uxW (+, 8)), e>0 tiA e>0, Gauss—-Weiorstrass 核 属 于 
SY), RA, 根据 对 和 的 假定 和 引 理 1.17 之 (a), Æ huls 
A|W(-, e)lı= 4A. Bp {u} 按 IL! 范 数 一 臻 有 界 . 现 设 M = M(E) 
是 E, 上 有 限 Borel 测度 空间 ， 把 LE) 视 为 嵌入 在 Banach 空 
Mp y M(E,) 可 以 和 Oo 一 Co(B,) 的 对 偶 空 间 等 同 ， 只 
MALE UEM 与 线性 泛 函 | pæ) dp(z) (pE06o) 相对 应 ， 那 
A, 双 的 单位 球 对 弱 * 拓 扑 是 紧 的 蕊 ， 特 别 可 以 找到 we MBSR 
185) BPEL), FL Ea MER, 则 (四 一 人 fe) de XT By E 

一 个 Borel 有 限 测 度 m ENE AEA Wh. 
16) 即 ， 能 使 Co 中 的 9p 作为 M 的 连续 线性 泽 函 的 最 弦 拓 扑 《 这 里 所 说 的 线性 证 
BRI MEM weit | Ce) az (办 )， 详 见 参考 文献 | 
s 31. 
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列 ey}, 使 得 在 这 种 拓扑 中 , 4 koo 时 , A n>, 此 即 ， 对 每 
个 PEO, 有 
G) lim | pæ) un(a) da= | p) dula), 
下 面 指出 ,4 作为 广义 函数 等 于 

为 此 ,必须 证 明 ,对 一 切 引 E ,有 (一 | bw) dw), B 
p(w) -| b(a—t)W (t, €) dt, 则 对 一 切 双 元 非 负 整数 组 a= (a, 
a, Oy), A (Dp a) 一 | (Dry) (@—1)W, 8) i, 依 定理 1.18 
知 , (Dap) (a) Mt a 一 致 收敛 于 (Dry)(z), 因而 当 20 Bt, bow 
(在 .9 中 ), 且 由 此 推出 uou). RAW, 6) =W(-,2), 
故 有 

ulpe) =u(W (+, 8) xy) = (weW (+, 6)) Cp) 
-| jw) u(r) das, 

于 是 , 置 e= ex ikkoo, HS p=, AH O, MBB BRR, 
VO) 一 |， 由 (2) dua), 定理 的 余下 部 份 是 极 易 证 明 的 ，] 

我 们 曾 说 , — ECL, LO) 空间 的 简单 特征 是 未 知 的 (而 且 可 能 
不 存在 )， 但 能 给 出 一 个 一 般 的 对 偶 性 结果 . 

定理 3.230 Bi<p, qxo, 1/p+i/p'=1, 1/q+1/g =I, 
WCE, LD = (L, L”). 

证 明 利用 Riesz RRR, WL’, Le 分 别 与 了 I， 
之 对 偶 空 间 等 同 ( 当 2，9< co 时 ， 这 是 正确 的 . 若 2，9 有 一 为 
oo, 只 需 对 证 明 稍 作 修改 , 仍 能 证 明 其 正确 性 )， 设 wE (ZP，F0)， 
并 设 7-> HAT BERI pousp( pe S) EDP ENE FA 
界线 性 扩张 ， 令 B* 表示 BERAAT). 那么 ,对 一 切 
p, PES, H 

| Bo) as =|, pB) de. 

用 广义 函数 的 语言 来 说 , AMEEN Up) Gh) = (BY). BR 
. 3p » 


BU, MWe, PCS, # (BW p) <ul) =u hee] = 
u(hep) = (ab) (>), Aik, W-WeeY, B=ump HF 
(Bpl B | [ble= (Bl lble, WA UE CE, r). MF ue 
(L, LD) WHERE (LY, L), BN (E, Lc (Lr, I)» 
(LY, DL) (L?, L) 的 证 明 只 需 在 论证 中 交换 (p，9) A’, p) 
的 位 置 即 可 得 到 ，】 


8$4 进一步 的 结果 


4.1 在 证 明定 理 1.2 后 , BINS. “RRS Oo 并 不 是 
它 成 为 一 个 可 积 函 数 Fourier 变换 的 充分 条 件 . 为 简单 起 见 , 设 
n=1 于 是 阐明 这 一 结论 的 方法 之 一 是 ; 令 了 是 如 上 之 Fourier 变 


换 晶 为 坷 函数 ,那么 ,对 1<5<o0, 必 有 ||” [f(@)/n]dal <A, 其 
中 A 不 依赖 于 b. 这 是 下 述 熟 知事 实 的 直接 推论 : | | (sinz/w)go| 
<B<o, BHa, B 无 关 (0<|a|<|B|<o). 实际 上 ,由 于 下 的 
奇 性 ,我 们 有 fa) =f f(Dsin mat) dé, 于 是 用 Fabini 定 
理 容易 导出 | | (Pe) /al de <A, 因此, 为 了 举例 说 明 Oo 中 有 
函数 不 是 某 可 积 函数 的 Fourier $H, KERR- TERTE 
9, EE oo 处 为 0 但 在 3->co 时 ,| (g(z)/a) dz 无 界 ， 例 如 , 当 


s 较 大 时 ,9g(z) =I/log a, 显然 就 是 这 种 情况 . 

4.2 对 于 固定 的 gE), SBA B, WSC IPH, BR 
成 fxg， 由 定理 1.8 知 , B 是 将 I?(B,) 映 入 LCE, 的 有 界线 性 
变换 , 其 范 数 | Bl 由 lgl 控制 ， 当 p=1 时 , 容易 证 明 有 [Blo 
= |g. (因为 , 按 定理 1.18, LO =P, DERK Ifl H 
mB, HY e0 时 按 LE EH egg). 我 们 已 经 知道 (定理 
3.18), |B| =] ĝl- Ait, 自然 要 间 , 对 于 1<p<co, |B] 如何 
用 9 表示 出 来 ? 在 一 般 倩 况 下 , 还 没有 满意 的 答案 . 但 当 goo 时 ， 


« 33 。 


Igls= 190) |<{gi.<igh, AM BIS = igh. 由 此 以 及 定理 
3.20 和 算 子 插值 理论 (将 在 第 五 章 建立 ) 的 一 个 结果 (M. Riesz 四 
性 定理 )， 推出 当 g>0 Rt, | BI = |g] 1K p<, 

43 定理 1.3 有 下 述 推广 : BEL), gEL (E, 
1<p, r, Hi/pt+i/r>1, Wh=fege LY(#,), HP 1/¢= 1/p+ 
i/r- i, BẸ 

talas ISl tgl. 
这 一 结果 (通常 称 为 Young 不 等 式 ) 的 直接 证 明 ， 可 参看 2Qyg- 
mund [1], # II &,p. 37, 我 们 将 在 第 五 章 中 指出 , 这 个 不 等 式 
也 容易 从 M. Riesz 凸 性 定理 直接 捧 出 . 

44 由 下 列 事实 可 进一步 看 清 按 L? 范 数 的 导数 的 意义 :、- 

(a) 4Sn=-1h, fEePs,) BE 范 数 有 导数 的 充分 必要 条 
件 是 了 几乎 处 处 等 于 一 个 局 部 绝对 连续 的 函数 ， 它 的 导数 户 属 
+ T(E) (4 Bochner and Chandrasckharan [1], # 6 节 ). 

(b) 一 般 说 来 ,fEI?(B,) 按 L? 范 数 有 第 大 个 偏 导数 的 充 要 
条 件 是 了 作为 缓 变 广义 函数 有 第 个 偏 导 数 (6/96w;)f， 且 这 偏 导 
数 在 广义 函 数 的 意义 下 ( 见 (3.14)), 是 一 个 LP 函数 . 

”4.5 EESEL), 1<p<oo, 看 作 缓 变 广义 函数 . 那么 
在 厂 义 本 省 意义 下 存在 着 的 每 个 一 阶 偏 导数 a/an) f, kmi, 
n, 都 是 72 函数 的 充分 必要 条 件 是 


ar 人 pea) od 


当 p=1 时 , 其 所 有 一 阶 偏 导 数 存 在 并 为 有 限 Borel 测度 的 充分 必 
ERPE lf- l=]. 

4.6 可 在 有 限 Borel 测度 空间 上 定义 平移 算 子 my. w ,是 该 
空间 的 测度 , zw 定义 为 一 测度 , 它 在 Borel 集 的 值 为 
: WCF —h) =p({e€ Hy; a+he FY), 
FE, 测度 凡是 绝对 连续 的 (关于 Lebesgue 测度 ) 的 充 要 条 件 是 ， 
在 | 4 一 0 时 ,一 天 的 全 变 差 趋 于 0( 见 Bochner [4]), 

4.7 若 上 是 离散 的 有 限 Borel 测度 , 便 有 


b= 5 Des 
此 处 Se, FEAR BEBE cx 点 的 Dirac 8 MRE. poet, 从 测度 (或 广义 
函数 ) 的 Fourier 变换 定义 得 到 A(t) = Saye ee 此 时 有 


(4) lim FN on p AW Pat = $ Jan]? 
其 中 , Q, 表示 En 的 单位 球 的 体积 TA AH, E u JE RA 
限 Borel UE, a1, 82, 0, Oe, 0 是 Es 中 的 不 同 点 ， 具 有 非 0 测 
RE ay, Ya, °°, Ok, …, 则 可 证 明 等 式 (i 让 ) 仍 成 立 ( 一 维 的 结果 可 参看 
Wiener [1]). 

4.8 JES AP Borel 测度 的 Fourier 变换 , WL Rue He 
来 刻 划 .它们 都 是 定义 在 ,上 的 连续 函数 ， 对 ,上 任 一 点 集 
{tz，z，…，z 和 任 一 复数 集 (Er, fo, --, Eb, 具有 性 质 


paps fx;— v) Eé, 


Bochner[3] BWE: 为 要 了 是 一 个 非 负 有 限 Borel 测度 的 Fourier 
变换 ， 必 须 而 且 只 须 f 是 正定 的 (推广 到 局 部 紧 Abel 群 上 的 类 似 
结果 见 Rudin [1]), 

4.9 WATER on, An, n=1, 2, …m, 使 得 


ef = Di oye On, 

则 显然 由 此 可 推 得 ， 若 一 积分 Gauss 可 求 和 ， 那么 它 必定 Abel 可 
RA, EBL. 14 证 明 中 之 等 式 (i), 几乎 肯定 了 这 一 点 。 因 此 , 不 
容 置 疑 , 可 以 证 明 : Of A Abel 与 Gauss 平均 4.(f), G.(f), E 
lim G.(f )=1, W lim 4 有 旋 存 在 且 等 于 7 (参看 Cartwright [1], 
Bochner and Chandrasekharan [1], Ch.I, § 14). 

4.10 在 满足 (1.23) 的 每 个 点 wz 处 ， 函数 € LPH), 1l<p< 
co, 的 Poisson 积分 收敛 于 f(z) (证 明 见 G. Weiss (21), AEE 
用 更 一 般 的 陈述 ， 设 (2) 是 一 个 径 向 函数 ( 即 ，p(z) 一 pol|4|)， 


po(r AES AE r BBE, 且 | ，p(z)dz 一 1， 那 么 ,对 于 满足 (1,283) 的 
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每 一 点 2 当 se->0 时 , AC feo.) (2) > f(a), 特别 将 它 应 用 于 Gauss- 
Weierstrass 核 时 )， 根据 同样 的 道理 也 可 证 明 : 车» 是 奇异 有 限 
Borel 测度 , 则 Poisson--Stieltjes 积分 


o(a, 8)—|, peo—D dv(), 
几乎 对 每 一 趋向 于 0(e->0 时 ) (这 是 因为 ， 对 几乎 一 切 EE, 
M4 |Se| 趋 于 0 时 〈|8e| 是 以 = 为 心 的 球体 体积 )， |So| -| dv 


0. 一 一 见 本 书 第 二 章 (5.6) 或 Saks [1], Ch. IV). 3# p 是 任意 
有 限 Borel 测度 ， 我 们 可 将 其 分 解 成 奇异 部 分 ki 和 绝对 连续 部 
分 ka. A f Æ 的 (Radon-Nikodym) 导 数 , 便 有 : 


uls, e) -| P(a—-t, s)dw(t) 


-| Pæt, ©) dyn(t)+ |, Plot, e)f(tde 


=Us(@, 8) +Us(a, £), 
于 是 对 几乎 一 切 wE H,, 可 得 
lim uls, e)=04f (s) =f æ). 


4.11 对 于 与 平移 可 交换 的 算 子 B, 下 列 事实 是 值得 指出 的 : 
(a) 唯 有 的 有 意义 的 情形 是 p<9 的 情形 , 因为 当 p>g 时 , B 
De 中 之 一 切 元 映 成 (BB,) 之 零 元 . 
(b) H1il<p<o, AN—WoeES, HIB) i <M Jol» CBD, 
Bp™ =u, BE CL’, L°)), 则 得 BE (Lt, B®), 其 中 
| to 11 1 
| | q 2) ip 2P 
H. | Bola <M ipla. 
为 证 明 (a), 需 注意 到 : FPE, X fre) =p(at+h)+o(n), 
则 对 充分 大 的 h, A I fol p= 2°? pip. 此 外 ， 如 果 F.— BCs), B. 
$=B(g), 那 么 , 当 |%|->o00 时, Ai Pilg 2" | Dl, 
为 证 明 (b), 需 先 用 对 侦 定理 (定理 3.20), 再 用 Riesz 插值 定 
理 ( 本 书 第 五 章 , 定理 工 .3). 


4.12 定理 3.16 讨论 的 算 子 是 把 L A L 的 、 且 与 平移 可 
交换 的 有 界线 性 算 子 ， 然 而 有 许多 把 . 映 入 2 的 线性 算 子 ， 它 
们 虽然 与 平移 可 交换 ,但 是 它们 没有 把 某 个 LYRA 到 的 有 界线 
性 扩张 . 算 子 g->9p/6zmr(g E97 ) 就 提供 了 这 样 一 个 例子 . 从 定理 
1.8 看 出 ， 这 个 算 子 号 作用 在 p 上， 满足 (Bp)^(z) =2mringp(s). 
鉴于 定理 3.16, 我 们 自然 会 问 , 是否 存在 广义 函数 包 使 Bp=urp, 
容易 验证 ,将 9 上映 成 (一 6p/9wx) (0) 的 广义 函数 具有 该 性 质 : 

(Ux) (@) =U(Tep) = (—Orep/Ovx) (0) =0O9/0mx. 
”此 外 ， 也 容易 验证 区 是 函数 2Tizw:， 我 们 还 可 以 得 到 更 一 般 的 结 

EPD Rib BW, 日 Bp 一 P(D)gp, OCS), 那么 ,存在 
uE F’, 使 得 Bg 一 uxp,，U(z) 一 P(2wiw) 和 (Bg)"(w) = P(2ris) 
@(@) =u(2)G(@), 

4.13 对 任 一 2>2, 存 在 一 个 f CL’, 其 Fourier 变换 (作为 
广义 函数 ) 不 是 一 个 函数 .如若 不 然 , 用 闭 图 象 定理 容易 证 明 , 对 


=H JEL, p>2, 必 有 不 等 式 | — |F@|deo<Al fl, RE. 这 
将 导致 矛盾 : 当 %= 工 时 , 由 定理 工 .13, 并 利用 解析 延 拓 ,得 到 f(a) 
a= C1445 a8 f (a) = g7 Ati) (I +48) 1/2 但 此 时 有 

| |f æ) | de= As, 


HA [jls< .435Ve-12。 而 在 5->oo 时 ， 上 述 不 等 式 对 p>2 显然 
是 不 可 能 的 ， 对 任意 %* 的 情况 ,可 以 类 似 地 证 明 . 

4.14 作为 进一步 的 参考 , 我 们 谈 谈 把 积分 化 成 极 坐 标 形 式 ， 
以 及 它 与 旋转 群 SO(n) ERA RA. 

(a) 设 了 是 五 .上 的 可 积 函 数 , WY 


f f(x) az 一 o dg’ a fra’ oe"? dr ), 


这 里 wz PON 2,1, da’ 是 3,1 LMP Lebesgue 测度 . 
(b) i p FE 2 1 上 可 积 , 则 


+ S37 。 


二 本 eR GOR TT I o ampa ena e prime aa o 


(1/a,_1) | p(x’) da’ =| eo p(ol) do, 


这 里 ,do 是 SO(n) 上 的 由 条 件 |  do=1,1= (1, 0, =, 0) 规 


范 化 了 的 Hoar 测度 ， 为 证 明 (b)， 我 们 注意 到 da’ Æ he HOC 
SO(n) 下 是 不 变量 , 所 以 ， 


(oD), pa) de= A/o) | oox) dv do 


= (1/1) | | g(a) do da’ 


Zn-1 SO(n) 


= / i . , 
Awn) | | SO(n) ool) do de 


=| cs p (ol) do, 


其 中 , ae 是 把 工 映 成 的 任意 一 个 旋转 变换 ， 倒 数 第 二 个 等 式 可 
由 Haar 测度 do 的 右 不 变性 来 证 明 . 关于 Haar 测度 的 基本 性 
质 ， 不 妨 参 看 Weil(T], 
4.15 作为 定理 3.1L 的 直接 推论 , 可 以 证 明 : Bu ARs 
义 函 数 ,那么 , 对 适当 的 整数 m 和 每 个 % 元 数组 a(ia| 志 m)， 存在 
常数 ce BREE RR fa, 使 得 
u= Zz, da D* (Lye). 


Ei 它 的 逆 问 题 是 第 3 节 内 容 的 推论 ， 故 这 种 表示 式 刻 刘 了 缓 变 
广义 函数 类 的 特征 。 


文献 注释 


古典 调和 分 析 方 面 的 重要 专著 有 Bochner [3], Wiener [1], Zygmund 
[1], Titchmarsh [2], Bochner and Chandrasekharan [1], Bari [1], 介 
绍 性 的 著作 有 R. Goldberg [1], G. Weiss [3]. 第 一 章 内 用 到 的 许多 初 等 
分 析 , 特别 是 极 坐标 部 分 ， 可 在 Fleming[1] 中 看 到 ; 这 方面 还 可 参看 Blu- 
menson[1]. 第 1 和 节 的 前 部 和 第 2 节 中 的 许多 内 容 的 一 般 背 景 ， 就 是 局 部 紧 
Abel 群 的 理论 , 这 方面 可 参看 Weil [1], Rudin [i], Hewitt and Ross [1]. 
我 们 不 打算 讨论 由 Wiener 的 Tauber 定理 引出 的 -- 些 重要 课题 ， 它 将 导致 


对 世代 数 的 更 广泛 的 研究 ， 关于 这 类 课题 在 一 般 局 部 紧 Abo 群 题材 范围 
内 的 论述 ,读者 可 参考 Naimark [1], & Rudin [1]. 本 书 中 定理 1.14 的 证 
明 ， 取 目 Bochner and Chandrasekharan [1]. 人知 计 等 式 的 技巧 (特别 是 定 
理 1.18 和 1.25 的 变形 ) 已 有 很 长 的 历史 ,我 们 不 准备 多 加 叙述 ， 定 理 1.25 
中 出 现 的 公式 是 根据 R. Latzer 的 建议 写 入 的 。 类 似 的 结果 可 在 Calderon 
and Zygmund [3] Ch. II 中 看 到 本 章 中 用 到 的 泛 函 分 析 结果 ， 特 别 是 在 
证 明定 理 3.19 时 用 到 的 单位 球 的 弱 * 紧 性, 可 参考 Royden[1]. 

至 于 广义 函数 的 -= 般 理 论 和 应 用 ， 可 参看 工 . Schwartz [1], Gelfand 
and Shilov [1], Ehrenpreis [1]， 在 这 些 书 里 ,读者 会 找到 被 本 书 省 略 了 的 
证 明和 关于 广义 函数 方面 的 古典 文献 。 若 为 尽快 地 了 解 有 HK Fourier 变换 
的 理论 , 可 参看 Hormander [2], Ch. I #7 Yosida [1]Ch. VI, 我们 在 定理 
3.16, 3.18, 3.19, 3.20 ART r, LOMAS, ENS ABA 
同 的 形式 ， 不 妨 参 看 Bochner [9], Hille and Phillips [1], Bochner and 
Chandrasekharan [1], Zygmund [1], Ch. IV, Hormander [1], 这 些 书 
中 还 介绍 了 一 些 其 它 参 考 材 料 。 
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第 二 章 ”调和 函数 的 边界 值 


OEE, 上 函数 了 的 一 个 基本 工具 ,是 定义 在 (二 iD) 维 上 半 
空间 上 ,上 且 以 了 为 其 边界 值 的 调和 各 函 数 . 因此 在 第 工 节 ,我 们 介绍 
一 些 有 用 的 关于 多 交 量 调和 函数 的 基本 事实 .在 第 2 节 , FHKE, 
上 的 函数 了 与 (十 1) 个 变量 的 调和 函数 (三 的 Poisson 积分 ) 之 问 
的 联系 .第 8、4 节 讨论 (调和 函数 ) 在 边界 上 的 非 切 向 收 伍 与 调和 
控制 ， 这 些 概念 不 但 对 调和 函数 本 身 是 有 用 的 , 同时 也 给 第 三 、 六 
章 提 供 了 重要 的 工具 ， | 


Sl 调和 函数 的 基本 性 质 


我 们 假定 读者 对 通常 复 变 课程 中 所 介绍 的 调和 函数 的 性 质 是 
熟悉 的 ， 其 中 的 许多 结果 可 推广 到 多 维 情形 ， 然 而 我 们 不 能 再 千 
解析 函数 的 理论 (如 同 处 理 二 维 人 情形 那样 ) 来 建立 多 维 的 性 质 ， 因 
此 ,本 节 要 对 % 个 变量 调和 函数 的 基本 理论 作 一 些 介绍 . 

ENE RACE, 的 开 连 通 子 集 ) 上 的 函数 u, 如 果 它 二 次 可 微 
( 即 , 二 阶 偏 导数 存在 且 连 续 ), 且 在 区 域 的 每 一 点 上 满足 Laplace 


方程 全 > °u/dei=0, BARRA U 为 调和 函数 。 在 下 面 列 


举 的 调和 函数 的 例子 中 , 由 前 两 个 容易 推出 : 第 一 章 第 工 节 中 所 介 
绍 的 Abel 平均 和 Poisson 积分 是 调和 辫 数 . 

(D 对 固定 的 EB,, er ek mala, y) = Ue, En Y) 
是 Fass HAY JA A ew ee. 

(2) Bini= {2, y) = (a1, 0, Sa, YC His; Y> 0) CHR 
为 上 半空 间 ?), Æ Eka E, P(e, y) = ealy/CeP+y? err?) 也 


1) FAY SRA Ein EAE (n= 1 的 情形 ) BOSE, ATE A Ea (z， 幼 来 表 
AREA 41 中 的 点 ， 其 中 ce Ens y EEX, 


是 调和 函数 . 

(3) 在 任何 不 含 原点 的 区 域 中 ， 当 n> 时 , w(x) 一 |z E 
调和 函数 .在 二 维 情形 , 相应 的 例子 是 v(z) = log |s|. 在 后 文 我 
. 们 将 会 明白 ,在 某 种 意义 下 , 这 些 函 数 “ 生 成 ?了 所 有 的 调和 函数 . 

(4) 我 们 将 在 后 文中 证 明 21.7), 调和 函数 是 无 穷 次 可 
微 的 , 实际 上 是 实 解析 的 ( 见 第 四 章 (5.5)). 显然 , 调和 函数 的 偏 
导数 也 是 调和 的 . 作为 例子 , RGR, 4n>in, P(e, y) 是 
[e,/(1—n)1[1/ClalP-+y)°??] 关于 gy 的 偏 导数 ， 当 n=I 时 ， 
P(a, y) 是 clog (el ty 关于 2% 的 偏 导 数 . 

(5) Hut KMD Py M, W cu E D+h—={a+h; ce D} 
pA. REH, 平移 变换 保持 调和 性 ， 同 样 , 旋转 和 伸缩 变换 也 
保持 调和 性 (这 一 事实 可 以 由 直接 计算 得 到 , 但 在 用 平均 值 性 质 建 
立 调和 函数 的 特征 以 后 ， 这 一 点 将 看 得 更 明 显 一 一 见 下 文 定 理 
1.1), 


(6) sin Vny JI coshay=ule, 9) PEE {(@, y); e€ Bs, 
ye His 上 上调 和. 
我 们 用 记号 -MU(7) 一 .Nz,u(7) GAECKMF e, uBR 1) RR 
总数 以 在 球面 (以 4 为 心 ,7?>0 为 半径 ) 上 的 平均 值 。 HW, Of 
示 E., PR BUR, dt’ 是 之 上 的 面积 元 (这 就 是 第 一 章 引 理 
1.17 的 证 明 中 所 用 的 符号 ) ,那么 ， 
Mey (a) = > | ee 上 +rt di’ 


定理 开工 (调和 函数 的 平均 值 定理 ) 设 入 在 区 域 多 中 调和 ， 
BUceDAD WU ro 为 半径 的 球 食 于 Ff, MH 0< 宏 fo, 有 
ule) = Maur). 
证 明 根据 (5) ,我 们 可 假定 z=0. SC 是 乡 的 子 域 ， 其 边 
FR.OEC PRA. Ba, EO 上 对 函数 和 工 应 用 Green 定 
M, 就 得 到 ， 


(1.2) | 2 ds=0, 


wae a 


BOAR, G/On JETE OS BIRER dujas. ds 2k OC 上 的 曲面 
面积 元 ， 
— BES Hl A, O<e<r <r») FEL O 为 心 并 分 别 A e 和 ”7 为 半 
径 拘 球面 . 在 这 二 个 球面 所 夹 的 球 党 内 , 对 函数 公 和 阔 数 
|a]-°"?, 4 n> 2, 
~ log ja}, %4n=2 


应 用 Green 定理 ， noe 


0= (jo =| reat (am 2) fale Py) de 


一 i” Y oe cs 十 v oe ast. | 
B o Æ 2, M2. EAHA DMS co MeO), Au 
FE Dra CH, jef Sro 上 调和 和， 对 06 一 32, 和 966 一 3, 应 用 
(1.2), WEAR FEISS PD Wy OL TÆ 
er"| uds=7=| uds, 
pom Zr 


因此 ， 
hou? ) == | uU (rt^) dt’ 


E l 
一 一 一 一 一 了 | uds 
417 wy 


1 


Dy, 12” 
BRRR 0i EART uO), EE. ] 

o REL S( P kakai) 设 以 为 区 域 多 上 的 实 
值 调和 函数 , 其 有 性 质 A= sup we) <-co， 咨 入 不 是 常数 函数 , 则 
t — H ce DP, Fula) <A, 

证明 设 对 某 w€ 多, Hu) —A, MWh eM 1.1, PE r> 
0, 使 得 当 O<r<ro 时, A=u (x) = Meur). AF u ESM, Bi 


2) 我 们 对 22 SBR, 给 出 定理 的 证 明 。 在 % 二 2 时 ， 做 一 此 明显 的 修改 ， 也 可 
得 出 结果 . z n= Lit, 由 于 调和 函数 在 此 情 天 是 发 性 臣 数 , 则 定理 显然 成 立 。 


H 


a ooon l a i ee e 


E usA, REL r(x) ={yE En y-al] =r} LA u=A, 就 是 
bi, 对 一 切 t=a+h, |h|<ro, A u(t) =A, 这 说 明 , 集 {EEn u(t) 
=A} BIH, BH, h u ASE, 该 集 也 是 闭 集 ( 关 于 
9) MAP 是 连通 的 ,所 以 该 集 必 与 DORA, Ru BKM 
PRR U(a) =A) 

”对 —-u a, RBS Ae RRYOR DMR, HE 
1.3 的 假定 下 , 车 B= inf uls)>--œ, Hu REAA, 


-sE 多 ,有 ua) >B. 

下 述 推论 是 最 大 (小 ) 值 原理 的 等 价 形式 ， 

推论 1.8” 设 纪 在 有 界 区 域 2 的 闭 包 多 上 连续 ,并 在 2 内 
调和 ， 着 纪 不 是 常数 了 沙 数 ， 则 义 的 最 大 (小 ) 值 只 能 在 乡 的 边界 
29= 儿 -上 达到 . 

将 这 一 事实 应 用 到 ut 上, 就 得 到 

推论 1.4 车 ww，ww 在 有 界 区 域 多 的 闭 包 多 上 连续 , 在 多 
内 调和 , 并 在 边界 9 多 一 多 一 上 相等 ， 则 对 一 切 wE 多 , Hula) 
=u (s), 

平均 值 性 质 的 另 一 结果 是 下 述 Liouville 定理 : 

定理 1.5 车 4 在 忆 . 上 调和 并 有 界 , 则 ?是 常数 函数 . 

证 明 $ 9. 一 os/ 是 五 ,上 单位 球体 的 体积 ， 于 是 对 一 切 
zE Bn, t>0, esi 1.1, 我 们 得 到 ; 


u(a) = z f'o n- :dp 一 -全 | Mg, (per dp 


一 一 LH, v(a+py’) dy'| pdo 


On 4 g" 


=- Vora v (wty) dy, 
车 用 Si(%) RAW o Ab, t 为 半径 的 球体 ,那么 ， 


|o Cw) —v( aa) | —_ | | v(w)da— v(a) dw 
PO, |) scar) Se( 2) 


del Jola, 


| | QZ 一 | 
n HBr SN (a) d Aæ- ACE) 


WO 和 


然而 , 当 too HF, 对 称 差 (S: (x4) — K, (za)) U CS; (va) —S; (ay) ) 的 
测度 除 以 如 后 , 显然 趋向 于 0， 因而 vw1) 一 0(w2) =0， 于 是 vla) 

必 为 常数 函数 ，】 

平均 值 性 质 完全 刻 划 了 调和 函数 的 特征 ， 为 了 说 明 这 一 点， 
首先 建立 以 下 引 理 ; 

引 理 1.6， 设 函数 尺 在 区 域 9 内 二 次 可 微 ， 且 当 球 UC Hy 
lta] <r} 属于 DR, B Malr) =ula), We DA. 

证 明 固定 zE DP, M'O) (=.N', (0)) 是 二 阶 导数 
(d/r?) M (7) 在 +->0 时 的 极限 (由 一 阶 导数 的 连续 性 知 此 极限 
是 存在 的 )、 则 引 理 是 等 式 

MA"(0) =~ (4u) (2) 


的 直接 结果 . 
U=, tz e, EY, RING 


i (r) = t | ( > Um (a+ rt) ith ) at’, 
Oxy 4 E jet 


因此 ， 
AM"(0) = — > | u (a) tt dt! 
. —1 Jj E 


i N (|. t; te dt’ ) Uje), 


n.1 f= 


但 由 对 称 性 易 知 , 当 5 大 时 ，| 加 如 dv 一 0, 而 对 1<j<n, | (Hyde 


wwa/n 的 值 与 j 无关 ， 于 是 便 得 到 M'O) = (1/n) 3) uy (2)， 
因而 引 理 得 证 ，】 

下 面 的 结果 表明 ， 即 使 将 引 理工 .6 中 心 的 二 阶 可 微 性 的 假定 
减弱 为 仅 是 局 部 可 积 , 引 理 工 .6 仍 成 立 ， 此 外 , 由 下 面 的 定理 连同 
定理 1.1 还 可 以 推出 ,区 域 乡 上 的 调和 函数 必 局 于 O2) 类 ,我 
们 首先 考虑 v 为 连续 的 情形 . | 

定理 1.7 设 区 域 ICE, LAE A Be u WE S AE 
(如 引 理 1.6 ERB), W u Xe 乡 中 调和 , 并 有 各 阶 连 续 偏 导数 . 

44 。 


证 明 ”由 于 这 个 问题 是 局 部 的 , 可 以 仅 在 -个 闭 包 属于 多 的 
REKER u 因此 可 假设 人 是 一 个 球 , Hue PLB X 
UD PZ, MPH PRA Lb. 选 一 个 径 向 也 
数 pEO~( 妃 ,), 满 足 | p(w) dv 一 1, 且 其 支 集 包含 在 半径 为 的 
球体 内 .再 对 e>0, S 以 一 wrps, 其 中 p(s) 一 6-"p(z/8)， 显 然 
CO" (By), 采用 极 坐 标 , 我 们 有 

we) =—|, p (tulei) dt 


-| plr) | uls -- 9b") au’ pl dy 


=|" prone Malr) dr, 
0 


若 8 小 于 自 % 到 儿 之 边界 的 距离 ， 则 对 0<7r<e,， Mur) 一 
u(x), BA, 


© (2) =U(a)ona | p(nyerrdr=u(a), ® 


特别 地 , 车 zo 和 29 分别 是 多 的 中 心 和 半径 , 则 对 一 切 与 zo 之 闻 
的 距离 小 于 4 的 w, 有 ww) ualw)， 这 说 明 , 在 每 个 ZoE 儿 的 一 
个 邻 域 中 ，% 与 一 个 0” 函数 等 同 、 再 由 引 理 1.6 推出 它 的 调和 
性 , 从 而 定理 得 证 .】 | 
Binu Rea, BARA Be Py eRe 
A: 
ula) =| |, elety) dy, 


JO tA, EL z ot RRR OA. WERE 
也 能 证 明 www) =wa(o), PRL u RB Ee L.T 的 结论 . 

推论 1.8 设 {4,} 是 定义 在 区 域 多 上 的 调和 阔 数 序列 。 车 

在 F 的 每 个 紧 子 集 上 ，{ww} -AAFAA u, 则 入 也 是 调和 函 

3) 在 第 一 各 中 我 们 已 经 知道 ( 见 定理 1.18 和 1.25)， 这 些 卷 积 妈 一 ux9s 是 如 何 

EEU. EME u 具有 平均 信和 性 质 , 网 当 8 足够 小 时 ,就 有 多 (28) 二 2) .一 


般 说 来 , 若 9 是 光滑 的 , 则 如一 wxeps 也 是 光滑 的 , 此 时 ， 这 样 的 一 族 {we} 常 称 
Wu BJE N] 4E. 


。. 45 t. 


EEE 和 


kt ed 


数 . 

证 明 由 于 “连续 , 则 由 定理 1.7 可 知 ,只 需 证 明 必 具有 平均 
值 性 质 即 可 . 根据 定理 工 .1 对 一 切 zE 儿 以 及 使 估 lotir} 
CONT, A Meu,(7) =C). LA uw 在 球面 {i |e—-t]=r}b 
一 致 收敛 于 w， 则 用 以 定义 Aau Cr) 的 积分 必 收 敛 于 用 来 定义 
-es HRA, Ay, -Ceu(r) = lim Mu, (7) =limu,(2) = 


uls), 此 即 欲 证 之 结果 . 】 

有 关 调 和 函数 的 一 个 古典 问题 是 著名 的 Dirichlet 问题 。 它 
的 最 一 般 的 提 法 是 . 

设 急 是 -- 个 有 紧 闭 包 乡 的 区 域 ， 是 定义 在 其 边界 69= 
多- 今 上 的 连续 函数 ， 问 是 否 存 在 多 上 的 一 个 连续 函数 ,使 得 , 

Gi) u Æ 2 EWM, 

Gi) 4 E32 时 ,u(r) =f (a), 

推论 1.4 告 诉 我 们 , 车 这 样 的 函数 入 存在 , 便 是 唯一 的 . 

我 们 的 主要 兴趣 在 于 Dirichlet 问题 的 变 式 ， 即 其 中 2 是 上 
半空 间 Er 的 情形 ( 见 $2)。 然而， 当 多 是 开 球 时 , 这 里 所 说 的 
Dirichlet 问题 的 解 是 很 重要 的 , 而 且 有 很 多 的 应 用 ， 在 这 种 特殊 
情形 下 ， 我 们 利用 单位 球 上 的 Poisson 核 p(s, s) 以 得 到 问题 的 
解 . 这 里 

l— js}? _ 1 t= OOO 
Onai wosl*” waar (1—2rcosyt+r?)?? 
Hp r= |z| <1= |s|, y EHE o 5 s RASA, B rceosy=g's, 
«dK pls, &) 有 下 列 三 个 基本 性 质 ， 

定理 1.9 设 了 =3, :一 {sE 到 |s|= 癸 表示 台中 的 单位 
球面 , ds 表示 曲面 面积 元 .那么 ， 

(a) 对 一 切 sE€2 和 |z| <1, A pls, x) >0; 


(b) 当 |z| < 工时 ， J p(s, 2) ds=1; 


(9) 对 于 w EZ, > smr (O<r<1), WART S>0, 4 
r> BY, 
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p(s, a) = 


{ 


dse E, egio 
对 2 一 致 成 立 . 

证 明 性质 (a) 显然 成 立 ， 此 外 , 具 要 注意 到 当 sEz AWA 
[s—a’|>Sit, [s~o] =|s—ra’| Æ 0 点 邻 域 外 有 界 ( 对 w' 一 臻 )， 
则 (0) 也 显然 成 立 . 

为 了 证 明 (b) ,我们 首先 注意 到 , WE see, p(s, e) 在 |z| 
1 中 是 zw 的 调和 阵 数 . 于 是 , 依 平均 值 性 质 ( 定 理 1.1), 对 0<r 
<1WURs, g E32, 有 


Ra, pw ocot 


1=o,_ip(s, 0) = + | Oni p(s, 72’) da’ 
n-i J 


-| p(s, ræ’) dz 


但 |ra’—s! =|rs—a’|, 从 而 有 p(s, re’) 二 p(w 8), 于 是 ,交换 
s 与 2’ 的 位 置 ,就 得 出 (b)，】 
”我 们 现在 可 以 利用 这 些 性 质 , SAR RAY Dirichlet 问 
题 ， E | 
定理 1.10 BRASS LES, WH 


~ f(s)p(s, o) ds, |x| <1, 
(a) |: > a 
F(a), iz| =1 
在 |z| < 工 中 调和 ,在 |e] <1 上 连续 . 
证 明 vx 对 |z| 过 1 是 调和 的 这 一 点 是 由 下 述 事 实 得 出 的 ， 
Bp. Xf u 作用 Laplace 算 子 等 于 对 p(s, x) 作用 Laplace 算 子 ( 关 
于 ww) 再 乘 以 后 的 积分 。， 这 就 需要 证 明 微分 和 积分 可 以 交换 次 
序 ， 较 简单 的 证 法 是 : 注意 到 依 Fubini 定理 立即 可 知 ,: uw 在 以 zx 
为 心 .7 二 1 一 |z| 为 半径 之 球面 上 的 平均 值 等 于 p(s,…) 在 同一 球 
面 上 的 平均 值 乘 以 fs) 后 的 积分 ， 由 于 p(s, +) 是 调和 的 ， 所 以 
pls, +) 在 该 球面 上 的 平均 值 等 于 p(s, z)， 于 是 ,4 满足 平均 值 性 
质 ,因而 依 定理 .7， 它 必 在 单位 球 内 调和 . 
为 证 明 %% 在 闭 单位 球 上 连续 ， 只 需 证 明 它 在 边界 上 连续 , 
47 ， 


EX, 0<r<T w=ra’, H. A, = {sC 2; [s~] > Sd}, MA, K 
照 定 理 1.9 之 (b) 与 (a), 我 们 有 


jula) —u(2’) =] S LEO —F@Y Iv, re) dsl 
<|, MG -F IPG, re’) ds 


+|, If@—F@) |pls, ra’) ds 
再 利用 定理 1.9 之 (b), 可知 不 等 式 右 端 第 二 项 不 超过 
{ sup, |f) -f| ps ds 
<{ sup |f() -fo) YL 


而 当 6 选 得 接近 于 0 时 ,上 式 右 端 可 以 很 小 ,比如 说 小 于 e>0. 为 
一 方面 ,对 于 固定 的 3, 前 一 不 等 式 右 端 第 一 项 不 超过 


2{sup |f()|}| ple, «) ds 


但 由 定理 1.9 之 (9) 知 , 当 7->1 时 ,| p(s, 2) gs 对 vw 一 至 趋向 


0， 于 是 便 知 , 当 充分 接近 于 1 时 ，|v(z) —u(o’) | <e 对 ww 一致 
成 立 . 

因此 , HaEX, =r, WA © 充分 接近 于 zo 时 (此 时 可 推 
H i~r leel 同时 充分 小 )， 有 ul) ulw) | ul) 一 
ula) |+ ulz’) —u(x) |= | fro) —f(2’)|+lu@’) —u@) | <s+s 
=28, 定理 获 证 . ] 

应 用 适当 的 平移 和 伸缩 变换 , 上 述 结 果 就 给 出 在 一 ,中 的 一 般 
球 上 的 Dirichlet 问题 的 解 . 

推论 1.11 设 乡 是 以 zo 为 心 . 以 e 为 半径 的 球 之 内 部 ,了 在 
乡 的 边界 OD ae 则 函数 


12 一 00|? _ l 
uo) = fo | ota) Ga a aT lel <a 
f(s), |z 一 zo| =a 
在 马 内 调和 且 在 D LER. 
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.我 们 给 出 这 一 结果 的 两 个 应 用 .其 一 是 下 述 关 于 一 致 有 界 的 
调和 函数 序列 的 基本 定理 . 

定理 I.12 设 fum} 是 定义 在 区 域 ZCE, 上 的 调和 函数 序 
列 , Um 在 有 界 子 域 .Z 的 闭 包 上 一 致 有 界 , BE SCD, WEE—A 
子 序列 {um} ~ BUR — PE LES 上 的 调和 函数 ， 

证 明 ARETE Un 在 2 上 等 度 连 续 ， 则 本 定理 就 是 Aseoli - 
定理 和 推论 1.8 的 推论 . 为 了 证 明 Um 的 等 度 连 续 性 ， 只 种 证 明 ， 
在 S 的 每 一 闭 子 集 上 Un 的 一 阶 导 数 一 致 有 界 . 但 若 DES, Hl 
只 要 & 足够 小 ， 而 使 以 vo 为 心 、 以 & 为 半径 的 球 位 于 .9 内 ， 对 
[lz 一 zol 天 ac Unle) 就 有 推论 1.11 中 的 积分 表达 式 , 将 它 对 a= 
1, 2, =, ORF, 并 计算 此 偏 导数 在 zo 处 的 值 , 我们 就 得 到 


3 (2) 一 Um (Wo as) s; ds, 


FAE [C0w /oa) (es) |< (n/a): sup |un(y) |， 由 此 便 得 出 wm 的 一 


阶 偏 导 数 在 T 的 每 一 闭 子 集 上 的 一 臻 有 界 性 . ] 

推论 1.11 的 第 二 个 应 用 是 下 述 调 和 函数 的 反射 原理 : 

定理 1.18 设 儿 CBri 是 关于 如 ,的 对 称 区 域 ( 即 ， 如 有 果 
(Œ, y) = (a1, Ba, t, Bn, YJE Z, W (wz, 一 办 E 儿 )， FD LHF 
法 函数 Ba ue, y)= uls, -y), HEDW b*R’D*= 
{Cz YEQ, y>O} LIAM, Wu eet D LA. 

证 明 KA HE 乡 + 上 调和 . 因为 — (Au) (a, —y) = (he) 
(z, y), 所 以 它 也 在 D ={(e, y) E2; y<0} 上 调和 . 因此 , RR 
EHE DOE,={@, 9) E2 y=0} 的 每 一 点 的 一 个 邻 域 上 ww 调 
AED AT. 现 设 zo= (wo, 0) 就 是 这 样 一 点 , 则 可 找到 一 个 以 此 点 为 
心 ， 以 wa>0 为 半径 的 闭 球 ( 体 ) So(wo)， 使 它 包含 在 2 中 .对 于 
Belto 中 的 Cæ, y), iÈ 


n—i 


< | = 他 
1.14) wa, y) Wn 


(x —gæo— as, y— l r do 
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xf U(Xo+ as, at) — a? — | (x~ a, y 


H o=(s, t)= (81, 589，…, Sn t) 是 2,.( 如 ,zz 的 单位 球面 ) 上 的 
点 ， 由 推论 .11 知 ,w BBR, HE Som) 的 边界 上 与 入 等 
同 ， 男 一 方面 ,由 于 wzo 二 as, at) =—-ulaotas, —at), WR 
a®*—|(a—a%, 0)? a? — | (@—~ 2 0)|? 

| (a@—@—as, —at)|r*t | (a—a%9—as, at)|"**? 
FASS (1.14) FE y= 0 EH OO, 而 由 多 连续 性 ,， “4 (Co, NECA 时， 
有 (zo, O)=0, 于是， 在 Salzo) 的 上 半边 界 做 成 的 上 半球 面 
{C2, y) E Eln |[e—ao/?+y?=07} 上 和 在 Salto) NE, E, w SE 
ae Be SE], 又 由 于 名 和 %% 在 此 半球 的 内 部 都 是 调和 的 , 所 以 
依 推论 1.4， 它 们 在 上 半球 内 部 必定 等 后 。， 再 对 下 半球 进行 同样 
的 论证 ， 就 得 到 在 So(zo) usw, P wE So) 内 调和 , 所 以 
u 也 在 So(zo) 内 调和 .定理 得 证 .】 

下 述 推论 是 反射 原理 和 Liouville 定理 (定理 1.5) 的 直接 结 
果 , 它 在 下 一 节 是 有 用 的 . 

推论 1.15 HAA uH Ery = Era U En = {(@, y) © Bass; 
y> LES, Æ Eia WWM, BL, EX O0, BA, Au E Erna 
HER, Mu 必 恒 等 于 0. 

注意 , 除非 对 以 附 加 限制 条 件 , 诸如 有 界 性 等 , 否则 这 一 结论 
是 不 成 立 的 . 人 饮 如 ,函数 4(z，y) =9y 说 满足 推论 1.15 中 除 有 办 
性 以 外 的 全 部 条 件 ,但 % 不 恒 等 于 0， 这 个 例子 还 说 明 ,， 无 界 区 域 
Eka =2 EW) Dirichlet 问题 ,其 解 不 唯一 ( 因 u(x, y) =y, vle, y) 
一 0 都 在 多 PHA, BE E, LAA f=0). Hi, He 1.15 
省 诉 我 们 , WRX u LAA, WR RHE. 下 一 市 ， 
我 们 详细 研究 与 区 域 His 相关 的 一 些 Dirichlet 问题 的 变 式 . 


§2 Poisson 积分 的 特征 


我 们 已 经 做 了 必要 的 准备 ,现在 开始 讨论 与 En 上 Fourier 4} 
析 相 关联 的 调和 函数 理论 的 有 关 部 分 . 
我 们 提出 以 下 问题 给 定 函 数 SE (E) Gpo, 是 否 存 


在 一 个 定义 在 上 半空 间 Eia OAR u, 使 得 当 yoo 时 ,有 
lue, 9) fhs= (| lua, WD =F) rde) 0 

假如 了 连续 而 p—co, KIB Dirichlet 问题 在 无 界 区 域 
D= Fi, 上 的 直接 推广 ， 刚 才 我 们 已 经 看 到 ,这 时 问题 的 解 不 一 
定 唯一 而且, 若 了 不 连续 ,那么 显然 也 不 能 存在 调和 (尤其 还 是 
连续 ) Be u, 124 y0 时 ,有 uC, 四) 一 了 .一 0， 然 而 , 当 p 达 oo 
时 ,问题 的 解 是 存在 的 ， 且 对 p= 时 ， 如果 问题 提 得 适当 , 问题 
的 解 也 是 存在 的 . 

下 述 事 实 ( 在 很 大 程度 上 , 是 已 确立 的 所 有 结果 ) 告诉 我 们 ，f 
的 Poisson. 积分 正 是 我 们 所 要 找 的 调和 函数 . 
2.1 (a) 设 ELEn) (1<p<o), f 的 Poisson 积 
分 是 7 


ule, y) =| F@)P@-t, Ws, 

则 以 在 Bia 上 调和 , EA JLF E AEH, H limu, y) = 
fœ), BX — H y>, 有 
AD [ules Dl), lute, v) Pde) <fi 
如 果 T<2<ocoe ,那么 2 y) HL’ WRF fy), R 

le, -flh le, 9) -F@) rde) >00), 

(b) 车 fEOoCL*(B,)， 则 了 的 Poisson R ula, y) 一 致 
AFF, ME y>, ju, y) -fle= sup jul, 9) 一 f(z)| 


>0, 如 果 仅 假定 了 连续 并 有 界 , 则 一 致 收敛 性 在 En 的 紧 子 集 上 
BOL. 对 这 两 种 情形 , 我 们 令 u, 0) =f), YH ule, y) 扩张 
到 B= Bhs U 如 ,上 ,因而 得 到 一 个 连续 函数 . 
证 明 - (a) 中 的 几乎 处 处 收敛 性 和 依 范 收 化 性 就 是 第 一 章 定 
理 1.25 和 1.18. 不 等 式 (2.2) 是 第 一 章 定 理 4.3 的 直接 推论 , 只 
需 取 9g(z) 一 PP(w,y), hio) 一 w(z,Yy)( 回 想 一 下 , 引 理 二 .17 Base 
g=P(,，y) EL(B,), lgli=1)，% 的 调和 性 可 利用 Poisson 核 
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的 调和 性 以 及 与 定理 1.10 证 明 的 前 部 完全 类 似 的 方法 来 证 明 . 

由 于 第 一 章 条 件 (1.24) 显然 处 处 成 立 , 所以, 如 果 了 连续 、 有 
界 , 则 对 一 切 wE E, 4 y0 时 , VA ue, y) KAF f(z) ( 见 第 
一 章 定理 1.25)， CE E, 的 紧 子 集 到 上 的 一 致 收敛 性 只 需 如 下 
简单 地 论证 ， 给 定 s>>0， 存 在 3>0, 使 得 对 任意 OCF, |t|<8, 
有 |f(a@—t)—f(@)|<e, FE, 


jula, DD — F601 ||, S@-OPG, y) dt- fC) 


f.. 
f, F@- OPC, y)dt 


-| FPE, v) dt 
<| fd) fo) | PU, 9) dé 

+| [fle-) -f@ | PG, y)dt 
<e| P(t, y)dt+2ifle| PC, y) dt 


=e1+2Ifiof _ PG, Wd. 
但 对 固定 的 3>0， 当 y>0 时 ， 
| Pay) dixon | || -ory gt 
lt}> 


| > 

趋向 0， 因 而 , 对 所 有 oer, By 充分 小 , 则 有 lule, y)—f(a)| 
<s， 加 果 PEoo, 那么 它 一 致 连续 , 因而 可 以 找到 5>0, 使 对 一 
H sE By, 当 lt] <s mt, A fata] <e, MBH y00 

mulo, y) 一 致 收 全 于 f(z).， 这 就 证 明了 定理 ] 
”IAB,) 空间 自然 地 挫 入 于 避 , 上 的 有 限 Borel 测度 空间 
D MSEC RY, Iu(, 9) -Sl 是 第 一 章 定理 1.18 的 特殊 情形 ， 这 里 对 (b) 
的 证 明 是 基于 Poisson 核 的 下 述 三 个 基本 性 质 : G) Po, y) 20; Gi) 对 一 切 
y>0, fe. P(e, y) dw=1; (iii) # ô>0, My 当 y->0 N f PG y) dx—>0 


(G) FARY, G) 刚才 证 明 过 ，(ij) 就 是 第 一 章 引 理 1.17 2b). 一 个 满 
足 这 三 个 性 质 的 核 常 称 为 担 等 逼近。 显然，Gauss-Weierstrass 核 也 具有 


-mc -rs 一， 
ph a o a 二 一 -一 
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M(B.) 中 ( 见 前 章 定理 3.19 IEW). 许多 与 LAE.) 空间 相关 
的 概念 和 结果 可 以 扩张 到 MCE) 上 ， 例 如 在 第 一 章 中 ， 我 们 对 
Fourier 变换 、 党 宫 运 算 和 定理 1.3 都 这 样 做 过 ， 类 似 地 , 现在 ， 
也 对 定理 2.1 这 样 做 . | 

定理 2.8 车 hEM(B,), we, WD) = | Pt y) du 
是 uw AY Poisson—Stieltjes 积分 , W u Æ Erna EWM, HE 
2D (的 | luy) dexia], 
此 处 , 4 上 是 的 全 变 差 al CE). BES, RIL pE Oo, 有 


uC, NRB 拓扑 收敛 于 u. 
证 明 EHOW RE 2.1 MAME, A 
u 是 调和 的 ， 不 等 式 (2.4) 则 是 把 第 一 章 定理 1.8 推广 到 Borel 
测度 后 的 直接 推论 , 这 一 推广 曾 在 定理 1.8 AERA. Brka 
性 可 如 下 证 明 : 如 果 PC Oo, H ol, y) 是 其 Poisson 积分 ,那么 


J, ue Dgo da=], (J, Pet DO oleae 


=f, fp PARKO de) du) 


=|. vit, y du (t), 
因而 , 根据 定理 2.12 (b), 7 y>0 it, lC, -elt TE, 
当 y->0 时 ,有 


| wo Doade- | g) an 人 
这 三 个 性 质 ， 读 者 会 注意 到 ， 将 (0) 之 证 明 的 后 一 部 分 略 加 修改 (以 上 ? 范 数 
(l<p<co) RE L 范 数 )， 就 得 到 定理 1.18 4 p0) Pe, 1) 时 的 另 一 证 
BA. 这 样 处 理 的 优越 性 在 于 没有 用 到 卷 积 运算 (例如 在 定理 1.9 中 , 类 似 的 性 
质 (a)，(b)，(《c) 能 使 我 们 得 到 球 上 Dirichlet 问题 的 解 : 定理 1.10), TUE, 在 
第 三 章 定理 5.6 中 , 还 要 利用 这 和 神 方 法 对 其 它 类 型 的 Poisson 积分 建立 4? 型 
ee 


Cy 
3 


aaeain y te S t A RR CAA an Seater y aake e et eee A p BORE CHE = a, popa t t 


-| OE, -pO du) 


<|, lot, 9) -00| lawl O 


Kle, y) plo] u| (E) 0. 
EMEK. ] 

本 节 的 主要 结果 是 证 明定 理 2.1 的 逆 命 题 ， 不等式 (2.2) Y 
断言 L? 范 数 uC, Wi 对 yy>0 AR. 我 们 现在 证 明 它 也 是 忆 
做 为 Poisson 积分 的 充分 条 和 件 . 

定理 2%.5 Fue, y) Æ Eia 上 调和 , HEA DCT<2<s 
co) 和 一 个 常数 6 二 0, 使 得 对 一 切 y 一 0, 有 

ue, io= (| 1u, W Pde) "<e<co, 
则 有 : 

(a) 当 I<2p<eoe tf, ule, y) 是 12(2,) 中 一 个 函数 f 的 
Poisson #14}. 

(b) %4 p=1 h}, uls, y) 是 一 个 有 限 Borel 测度 的 Poisson- 
Stieltjes #4}. 再 车 x(.，y) 在 y30 时 按 Lt aw AL Cauohy 
条 件 , 则 ule, y) 是 DCE.) 中 一 个 函数 了 的 Poisson 积分 . 

证 明 在 1<p<oo 时 ， AM—-Wy>0, A lul, y)Ip<c< 
co, 则 在 在 一 个 序列 {yah ylk), FI - Pm FEL CH,), 
使 得 wx gr) BUN JC k>), 也 就 是 说 , 4 1/pt+l/p = 
I 时 ,对 每 个 gE€I7(B,), 有 


lim | uw, y)g(e)de=| fege) de, 
在 p 一 1 时 , 则 存在 一 个 有 限 Borel 测度 u, 它 是 序列 UC, v)} 
的 弱 * 极 限 ， 即 对 每 个 JE Cu 
lim {ue y)glæ)do=f g(x) dula)” 
5 这 些 结果 是 下 述 事实 的 特 珠 情形 ，Banach 空间 的 对 偶 空 间 中 之 单位 球 按 弱 * 


拓扑 是 列 紧 的 。 文中 关于 9 一 上 时 的 结论 , 常 称 作 Helly 定理 《 见 第 -一 章 的 文 
RT). | 


eS Ha any HP SA SSE 


I 


因为 对 每 个 g> 0 有 PCO, NEL" (E), 1<p'<cc, WABI AT 
P(+, 的 ECGo。 所 以 特别 用; 1A soo Is, 


lim I, P(w—t, ul, yd | P(a—t, y) f(t) di 


oo 
=0(@, y). 
当 2 一 工时 ， 
tim | P-t, ult, wdi=| Plat, W duce) 
=v@, y). 


如 果 我 们 能 证 明 ， 在 上 江天 种 情形 中 都 有 (2, 办 一 
oa, y), WBA WUE WH T (a) 及 (b) 之 前 部 ， 而 这 一 事实 正 
是 下 面 两 个 引 理 的 直接 推论 ( 因 下 大 两 个 引 理 蕴含 w(z，% 十 go) = 
P(a—t,y)u, yx) dt), 

引 理 2.6 HF UC, y) 满足 定理 2.5 的 假设 ,那么 存在 一 个 
常数 A = Anp > 0, 使 得 

lu(+, y)lo= sap jute, y) | <Aey™?, 

特别 地 ,在 每 个 本 征 子 半空 间 


Etain 一 T { (a, y) € Fs yyo>O}C E r 
LAF. 


引 理 2.7 # ule, y) 在 ti 上调 和， 且 在 每 个 本 征 子 半空 
A] ka FR, 则 对 一 YJ Yis Ya O, 


uls, vty) =| u(t, yı) P(æ—t, ye) dt. 


前 一 个 引 理 是 调和 函数 的 平均 值 性 质 的 简单 推论 ; 令 2。+1 是 
Fins 中 单位 球 的 体积 ， 出 Qni Wa/ (NT 1), H. 


pi y/2 
ulæ, y) =uls, y) Ti | Im dr 


v? 
= [(n+1)2"+1/y"+t] f Areyur dr 
=I (nT NAHL Anto, ] K 


y/2 ff 
x | {| ulet Tr, Dnt YHTE) dt hr dr 
0 Èn 
= (2"11/Q, 1) yP 


x | WO 十 下， Dnt Yt iaa) dt, 
tl ay /2 
因而 ， FS (éz, a) En, n) = (£, n) , A= (2°77 /Q,41) 1, A 


Jue, DI < /ony eo | uC, n) | dé dy 


Ca EY 
< (2273/0, yet? 


1/9 
x(| uCé, n) |? dé dn) 
Kessy) (En) Ey 
x CO at) 1-(1/p) 


ay/2 (fr 1/p 
Vay ors [S fen, 1E D PaE an] 


ja 


) < Ay- "+D? [f 
yee 
= Acy ”/?. 


为 证 明 引 理 2.7， 我 们 固定 yor dO, Hot y>0 ia wla, y= 
ule, ytyo). RM (2, y) E Ern, € 


w3(a, Y) -| u(t, Yo) P(«—t, y) dé, 


如 果 能 证 明 w=w, 引 理 便 得 证 . 

由 引 理 2.6 可 知 , 函数 名 在 BT 中 调和 ,并 在 Er 上 连续 、 
AR. 根据 定理 2.1( 其 中 之 (a) 、(b)), 若 令 wi(%, 0) =uG@, yo), 
则 可 将 v PHA HE 上 , 从 而 得 到 一 个 在 Ein LES, BRA 
在 Eh. 中 调和 的 函数 。 AW, K% h=w-w 也 是 在 Ba 上 连 
se BRA Eja PAN. AAH — ce, F h(a, 0)= 
0, 依 推论 1.15, HAMS OO, TH ww 成 立 . 

我 们 还 需 证 明定 理 2.5 的 最 后 一 部 分 . Meu, WR y 
数 满足 Cauchy 条 件 ， 则 根据 妖 的 完备 性 ， 必 存在 一 个 JE 
(加,)， 使 得 当 y->0 时 ， 有 ,一 fl1i->0， 因 此 ， 对 gE€ 
. 56 。 


71/9 
c? dy) | = Acy EDP? 


ea a ate E eee 


TT Fp 


以 用 建立 定理 2.5(a) 的 同样 证 法 , WE H u Lp R ae fw 
Poisson #24}. ] 


Ln(B,), 有 | vw, yaa) da>| fw) gw) dv(y->0). 现 在 ,可 


§ 3 Hardy-Littliewood RAMA 
A RA FW ES E 


至 此 , 对 Era 上 调和 函数 在 边界 处 的 收敛 问题 , 我 们 只 考虑 
过 一 种 类 型 .例如 , 我 们 曾 证 明 ， 当 w 是 Poisson 积分 时 ， 几乎 对 
每 个 mE Ha, MH Co, yY ERR = wo 向 下 ”还 近 (mo, 0) 时 ,存在 
边界 值 
(3.1) lim ulw, y) 


{ lta 0) 

(WEW 2.1). 然而 还 有 一 个 更 一 般 些 的 重要 结果 成 立 ， 甚 至 当 
(a, y) 沿 着 更 一 般 的 路 径 逼 近 (wo, 0) 时 ,极限 (3.1) 几乎 处 处 存 
E. 这 些 路 径 是 非 切 向 路 径 . 在 更 确切 叙述 “ 非 切 向 路 径 ” 这 个 
概念 之 前 ,我们 先 研 究 一 个 算 子 一 一 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 
它 的 基本 性 质 可 用 来 证 明 这 峙 更 一 般 的 极限 的 存在 性 . 

XPT EBERT SEL (AL) (1<p<o0)， 就 得 到 一 个 定 
LELE E, LKJ Hardy-Littlewood #4 & vB žk my, 


|f@—t) | di 


1 
m (a) = sup Qar” fa 
1 
== 一 二 - 
SUP Ty] L | fŒ | dt, 


其 中 Q, 是 单位 球 {EEn [tl <1} R” (Lebesgue 测度 ), 最 
后 一 个 上 确 界 是 对 一 切 以 “为 心 、 乎 径 是 正 数 的 球 So 取 的 ，| So| 


是 8, 的 Lebesgue 测度 (于 是 ,车 Ss 的 半径 为 7, 则 [Se] =ar”), 


有 时 , 为 了 与 方形 极 大 函数 
_ 1 
M(x) =sup TOT | | f(t) | dt, 
(其 中 , 上 和 确 界 是 对 一 切 以 2 为 心 且 其 边 平行 于 办 的 非 退 化 立方 体 
.57 ， 


ee Ce be eat o o e pny: ache OI “MBI pT re E | 


Qe 来 取 的 , (Ql 表示 Q 的 Lebesgue 测度 ) 区 别 起 见 ， 常 称 my 为 
球形 极 大 函数 ， 显 然 , 如 果 PATA, Wms), me) BRB 
Z fle. RPK WA, HTJELE), IKpKxo, me) 与 
Mila) 几乎 处 处 有 限 . 

给 定 一 个 以 z 为 心 ， 以 了 >0 为 半径 的 球 S。， 设 we 是 其 内 接 
立方 体 (因而 其 对 角 线 长 为 2r)， 又 设 Qe 是 其 外 切 立方 体 (因而 其 
边 长 为 2) ， 并 设 二 者 的 边缘 平行 于 轴 . 那么 ,显然 存在 两 个 仅 依 
赖 于 维 数 的 常数 cn An, 使 得 

1Q2}<An|Se}, |8,| Sanl qel. 


1 A, 
FH grl Oleg |, Old, 
由 此 推出 ， 


(3.2) mi(2) SAMCE), 
类 似 地 , 有 
(3.2) My (@) Sums (@) , 


我 们 对 球形 极 大 函数 m 更 感 兴趣 .不 过 在 某 些 情况 下 , 更 容 
易 对 my 建立 所 需 的 估计 式 ， 于 是 ,不 等 式 (3.2) 和 (8.2) 就 可 用 
来 得 出 对 omy 的 相应 结果 。 下 面 的 引 理 可 用 以 证 明 有 w/oo 几乎 
处 处 成 立 ( 因 而 ,my 过 oo 几乎 处 处 成 立 ). 

引 理 9.3 i RC RC. c Ek Æ H, PRO 为 中 心 、 其 边 平 
行 于 轴 的 非 空 开 抢 形 。 假定 SCH, 为 一 有 界 集 , 对 每 一 2€8, 记 
ila) 是 满足 Iila) < 的 一 个 整数 ， 如 果 令 

R” = {u€ BE,:u— eE Rye}, 
则 存在 & 中 的 有 限 多 个 点 wa，za，…，w 使 得 SC ReU RU- 
UR", 并 且 使 E, 中 之 每 个 点 4 至 多 属于 R, e, prg, 

证 明 es, Wil) 尽 可 能 最 大 (这 是 可 能 的 ， 因 为 io) < 
k). 选 好 以 后 ,再 选 aE 一 R", i ilw) 尽 可 能 最 大 , 并 继续 做 
下 去 , 选 zsE 5 一 (RmU R"), 使 i(ws) 最 大 ,如 此 等 等 ， 于 是 得 到 
一 个 开 拖 形 的 序列 RB, RA, e, 它们 分 别 以 ta oo, 为 中 心 , 且 
每 个 中 心 a 不 属于 另外 的 矩形 RY, ij 而 这 就 意味 着 和 

. DB - 


mlith 的 距离 必须 超过 Bs BME) eee, 根据 假 
定 , 这 个 边 长 之 半 为 正 数 , S 又 是 有 界 集 ， 所 以 序列 四 ，wm，… 是 
有 限 的 , 从 而 , 选 wm 的 过 程 在 进行 到 某 一 步 , 譬如 第 1 步 时 , 就 得 
到 5 的 复 盖 {Ra …,，B"}. 

余下 需 证 明 , RoC Hk, 至 多 属于 和 矩形 B®, =, RE 中 的 2" 个 . 
为 此 ,我 们 考虑 通过 " 诅 平 行 于 坐标 超 平面 的 超 平面 。 这 些 超 平 
面 组 成 了 2" 个 以 % 为 顶点 的 “ 卦 限 ”， 它 们 复 盖 了 整个 En 设 两 
Km, 2 (1<é, =) aT 卦 限 , 而 Be，Re' 都 包含 ww 因为 
Re, Ro 都 是 由 BR …， 杷 之 一 作 平 移 而 得 ,所 以 必 有 其 中 之 一 ， 
比如 说 Re, MANADH Ro 的 各 边 同 祥 长 ， 然 而 这 一 事实 连 
同 ve Re nm R, 就 推出 GER” 这 与 中 心 w 不 能 属于 另 一 矩形 
Re 相 了 矛盾 ， 因 此 , 至 多 只 有 一 个 其 中 心 在 任 一 给 定 的 卦 限 内 的 抵 
形 能 包含 w。 直 理 得 证 ，】 

定理 3.4 存在 一 个 只 依赖 于 维 数 的 常数 e= e(w)，, 使 得 对 于 
fED(h,), & 

F, = {g€ Erm; (a) >s>90}, 


有 |F| <4 IF fa. 


这 里 的 | 到 ,| 表示 ,的 Lebesgue WE. 特别 地 , 对 几乎 每 个 6E 
En, 有 My; (2) <00, 
证 明 ”我 们 要 证 明 , 对 每 个 s>0, 有 


(3.5) {se B,:m,(2) >s}| < I h l 
因由 (8.2), Fic{w€ En: m (2) >s/Any, RAND 
|F| < | {s € Enem (s) >s/An} | < 


取 0 一 2 4 就 证 明了 定理 . 
i S 是 {ce CH, my (2) >s} 中 的 任 一 紧 子 集 ， 因 而 对 每 一 个 
ES, 存在 立方 体 Qe, af 


TET | 17O ders, 
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根据 积分 的 连续 性 , 存在 的 邻 域 UU, Wate EU, 

Tar Je, SO lts, 
Wik, Qu={(w—2) +u; wE Qs} BU uA, 并 与 Q 同样 大 小 的 
AHi. 因 有 是 紧 集 ,所 以 有 有 限 多 个 这 样 的 邻 域 覆 盖 和 ，、 因 此， 
有 有 限 多 个 中 心 在 0 的 立方 体 CQ, 使 得 对 每 个 wE 8, 存 
FE— PER ilw), 1<4@)<h, A 

TET he FO des, | 
其 中 Q= {uE Enu tE Qi}, 再 根据 引 理 3.3， 我 们 可 以 找 出 
S 中 的 有 限 多 个 点 wi, =, m, 使 得 

ScgnU…Ugn 

且 使 每 个 %E 如, 至 多 属于 这 些 立 方 体 中 的 2 个 ， 著 用 xs 表示 集 
合 4 的 特征 函数 , 则 最 后 这 个 性 质 等 价 于 


n 
Py hors <2 Khar gez» | 


那么 ， 
sic eR eE Old 
-if xe 70 lat 
<E | Zomo OIS dt 
<= Ifl. 


由 于 8 是 {eC H,: m;(o)>s} 的 任 一 子 集 ， 于 是 不 等 式 (3.5) 得 
证 , 因而 定理 立即 得 证 ，】 

我 们 已 经 看 到 , ME gEL”(E,), mæ) <jiglo <0, 而 从 
定理 3.4 我 们 又 知 , 当 fEILIBE,) 时 , 对 几乎 一 切 2, m,(a)<00, 
由 这 二 个 事实 就 得 出 , 当 AELE), 1<p<co 时 ,ma(w) <0, JL 
乎 处 处 成 立 ， 为 此 , 首先 注意 到 极 大 算 子 是 一 个 次 线性 算 子 ， 次 
线性 算 子 是 指 ， 将 定义 在 测度 空间 上 的 可 测 函 数 所 构成 的 线性 空 
« 60 i 
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fa), WR Bl) XE Cay RE AE) 35 ~~ PS) a ea RT 
Z ,满足 
(i) ITAD DDS TA æ) + | (Ty) @ | 
几乎 处 处 成 并 (这 一 性 质 称 为 次 可 加 性 ), 及 
Gi) |TCaf)|= lal Tf], 
Epa 是 常数 , 了 在 全 的 定义 域内 ， 于是, WRH ELE), R 
们 令 
fe |h(a) | <4; 
h(a) {> I, 
并 令 f=h-g, WgE Th), FECL CE). HEA G) (次 可 如 
TE), 知 


g(s) = 


My (@) = Mypage) Smiw) +m, (2), 

AD, MILA a, mle) aco, 当然 ,所 有 这 些 结论 , 对 方形 极 
大 函数 也 是 正确 的 ， | 

极 大 算 子 作为 一 个 定义 在 DCE, ) ERRI, PÆ LE) 
内 的 有 界 变换 (例如 , 当 f 是 区 间 [0, 1] PRE I, moe) E 
至 是 不 可 积 的 )。 然 而 定理 3.4 告诉 我 们 , 它 是 "几乎 AR. 为 
了 馆 述 得 更 确切 ,我们 引进 分 布防 数 的 概念 . 对 9E LPH), 9 的 
Fh AG PRB A= Ay 是 :对 s>0, A(s) ERA Fam {eE H,: | gw) | >s} 
的 Lebesgue WEO, 于 是 我 们 得 到 一 个 正 实 轴 上 的 非 增 画 数 和 


显然 ， ss) 一 | da< 1gj?av<1g 上 就 是 说 ,入 (s) 被 常数 
倍 的 s-? 控制 。 而 这 个 条 件 显 然 不 能 保证 |g |? 的 可 积 性 ， 另 一 方 
面 , 等 式 

(3.6) ight = f da(s) = ph sn) ds 


( 当 9 是 简单 河 数 时 ,立即 可 得 这 一 等 式 ， 对 本 一 般 情形 ， 可 用 简 
单 函数 从 下 方 逼 近 |g| 来 得 到 ) 表明 ， 条 件 和 (5) 志 (常数 )s”? 与 


6) TPS, SATE BOAT LAB ce He) EE of Re Se TA EAE Py ae KI KS 在 
SFT BEAN, RIEDA ES EY Le oy A BRE 
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(lol? 的 有 限 性 差不多 相当 、 而 定理 3.4 告诉 我 们 , m 具有 分 布 
RHA, WE ACs) <ejljlas-1， 正 是 在 这 种 意义 下 , 我 们 说 极 大 算 
子 作 为 I1(B,) 上 的 算 子 几乎 有 界 ， 

但 是 , 若 限制 在 L°(B,) 1<p<co) 上 考虑 极 大 算 子 ， 则 它 是 
有 界 的 . 

定理 3.7 存在 一 个 依赖 于 维 数 % 和 指标 p>I 的 常数 5= 
b(p, n), EN — H SELE), 有 

lang aI ls. 
证 明 fEl), 1<p<o, s>0, Hi eE > 
vs fF @), HIF @)!>s; 
Io) =o, 当 | f(x) | <s, 
0, 当 | fæ) | >s; 
MD ia), on | es 
MRA, f=ftt+t., HE JELE) 5 fe LCE). 

BER, AS, Me SPH My, ms, my 的 分 布 函数 。 由 次 可 加 性 知 
MM tMi, 从 而 有 和 《2s) <A Cs) +C). 我 们 已 经 知道 , 本 性 
ARAA g 的 极 大 函数 以 19|。 为 界 . 因此 meS |S] <s 故 
a(s) =O, Milf 4(28) <A (8). 

于 是 ,由 (3.6) 定理 3.4 和 上 述 不 等 式 , 我 们 得 到 

了 


<p? 上 so- (8) ds 

<p? | ss | | MOI dal ds 
= p20 上 so? How. | f(a) | da} ds 
= p20 | |F) | io 
= PES |, LAO O 7de, 


go? ds| dæ 
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由 此 及 5=b(p, n) =2[pe/(p—1)7°’?, 就 证 明了 和 定理 。]】 
m 的 另 一 个 表达 法 如 下 ; 
B p 是 单位 球体 [cE En |e] <1} ETE RAR OQ, 后 的 


函数 ( 故 有 |, ole) de—1), xt e>0, e()—erolt/s), H 
AE SEIE), 1S ps0 HARE, RE S20), BAVA, 
Fp) (0) = 0 |, SOD dt, 


(3.8) mæ) = sup(f*pe) (a), 


| 类 似 地 ， 如 果 p 是 立方 体 [o= (a, wey tn) © En: -<a <}, 
j=1, 2,- n} 的 特征 函数 , 则 (8.8) 式 右 端 给 出 ma), RNE 


经 看 到 , m(x) 与 mw) 在 (3.2) 和 (3.2) 成 立 的 意义 下 是 “等 价 ” 
的 .那么 ,我 们 自然 会 问 ; 当 p> 是 更 一 般 的 函数 时 ，(8.8) 中 的 
上 确 界 与 m 有 什么 关系 . 


例如 , 设 p= $ Cryer, 其 中 , k> 9, xe EER OL ={eE En: |2| 
<r PERM. BA, f>, 
jn Hea 
= > Cur i, er | fle~t) dt 
<m (2) $) cslos] =m) lols, 
就 是 说 
B.D O supC jap.) (2) <ra) lpha, 


ERRLE RR HE BE FL) = b(t] 形式 的 函数 wp6E 
LACE) 上 ( 即 p 是 径 向 函数 )， 其 中 是 [0，co) 上 任 一 非 负 递 降 
函数 . 我 们 只 需 用 上 面 所 说 的 简单 函数 的 递增 序列 从 下 方 逼 近 o, 
并 对 其 应 用 Lebesgue 单调 收敛 定理 ， 
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WMR AE PG) =0,/ t HIA, BA y>O, ule, y) 
= (fxp,) (Œ) 就 是 了 的 Poisson 积分 ,我们 便 有 下 述 定理 ， 

2323.10 若 x(o, y) y> Æ fE25(B,) 的 Poisson 积分 ， 
i<p<oo, W ule, y)|<mj;(#), 
一 建立 这 一 不 等 式 的 反问 不 等 式 是 不 困难 的 . 

定理 8.11 4 f>0, Hf Poisson 积分 


ula, y={ ft PC, y) dt, y>0 
有 意义 (例如 ,E12(B,)，1<p< oo)， 则 存在 一 个 仅 依 问 于 维 数 
”的 常数 4=4(n), 使 得 | 
mv) < A{sup ula, y)}, 
ER ”国定 ">0, 那 么 有 
sup ult, y) > ult, 1) = Cn | fo t) Tp er 二 


>e, | — f(@—t)r"dt 
far 


1 
=] Or | feat}. 


FA eH IARI — Wr OR ERR, WAN) = 1/6, 
就 得 到 定理 的 结论 ，】 

极 大 冰 数 算 子 的 重要 性 在 于 ， 它 能 控制 分 析 学 中 的 许多 重要 
算 子 . 我们 刚才 看 到 的 Poisson 积分 就 是 这 种 情况 的 一 例 ， 下 面 
的 定理 给 出 了 一 种 方法 , 即 利用 这 种 控制 性 质 来 得 到 许多 (今后 将 
会 遇 到 的 ) 算 子 族 的 点 态 收 敛 性 . 

定理 3.12% 设 { 了 J 了,}, 0<e, 是 一族 从 L (E), 1<p<oo, me 
NE) 上 可 测 函 数 空间 的 线性 算 子 . 对 每 一 个 hEIP(B,)， 定 
X Mh T: 对 每 一 EB,，(Mh)(%) = sup [CTA]. FR 
存在 一 和 常数 a> 0 和 实数 gL, 使 对 一 切入 > 0 和 有 hEIP(B,), 有 
(3.13) | {v7 (Mh) (@) >A} |< Cal al ATE, 

HEE LE) 的 一 个 笛子 集 今 , 使 得 当 G CD 时， lim (Tg) (@) 
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we T= e ai amman a a 一 


几乎 处 处 存在 且 有 限 , 则 对 每 个 SELE), lim Pf) (@) 几乎 处 


处 存在 且 有 限 . 

证 明 RAPA) PRAM. WER ERAN BET 
(0,0) 的 无 穷 多 个 数 对 (a',e"), KF, WE, 中 能 使 | (Te f) (a) 一 
(Tf) (2) ;之 28 司 成 立 的 一 切 点 2 组 成 的 集合 ， 对 每 个 ”二 0, 可 
Æ P(E.) 中 找到 gh, 使 f=g+h, HJEZ, [hlen RIIK 
证 明 , | Fy| 志 (26% 十 1)wm)?， 这 样 ,因为 n 是 任意 的 , Fr 就 为 零 测 


ER AT P= UF, APNR, BX EEF, limf) (2) 


存在 并 有 限 ， 那 么 , 便 能 证 明定 理 . 
现在 令 G 是 使 im (Teg) (z) 存在 并 有 限 的 一 切 w€ 妨 ,的 集 


& BEE, -G 有 零 测度 , 故 只 需 证 明 | P.1G|<(a(b+1)n)*. 
又 由 于 (Tuf) E) Torf) = {Teh (a) 一 Leh) (2)} + 
(Peg) (2) — (Teg) (2)}， Ti Bx ce G, lim {(Leg) (£) 一 
(Tog) (w)} 一 0, 所 以 ,对 趋向 (0, 0) 的 无 穷 多 个 数 对 (s'，s")， 在 
如 ,中 能 使 | (Teh) (@) — (Toh) (2) (>K H oA RNR AS 
BanG， 而 对 那些 z， 当 然 有 (Mh) (2) 之 (28)-+， 因 而 Fr 由 GC 
{vE Ey (Mh) (vw)>2 (p+1)- 中， 则 欲 证 之 不 等 式 FNG] < 
(am2(% 十 1)) 就 可 根据 假设 推出 ，】 
这 种 算 子 族 的 一 个 例子 是 ,对 o> 0, 定义 Tf 为 
(T.f) (s) = wadaf, f(@—t) di, sE En, 
此 时 , Mf =m, 并 且 从 定理 3.4 知 ,对 于 SELE), 有 
| [ai (Mf) (@) >A} |<e] ft. 
进而 , 车 9 属于 具 紧 支 集 的 连续 函数 类 (Z(B) MATS), WS 
RA lim (Teg) (0) = g(z)， T, 根据 定理 3.12, lim (Tf) (æ) 
JLF TEE BAR. 由 此 还 容易 得 出 , 几乎 每 个 = 都 是 了 的 积 
分 的 可 微 点 ( 见 第 一 章 (1.23) 和 (1.24))， 更 确切 地 说 , 我 们 有 
推论 3.14 $ fH En, LARR f E E EART 
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集 上 可 积 ), 则 对 几乎 每 个 oE 卫 ， 
lim e~" (ac [f(e—t) — f(@)] dt=0, 


ZA ”由 于 问题 是 局 部 的 ,所 以 可 以 假定 feos, (否则 ， 
可 用 一 个 以 0 为 心 r 为 半径 的 球 上 的 特征 函数 滋 f, 并 对 球 内 的 
点 得 出 所 要 证 的 几乎 处 处 收敛 性 .然后 令 roo, 便 知 对 HF, 的 点 
也 几乎 处 处 成 立 ) .我 们 已 经 知道 ,对 几乎 一 切 w， 


lim(P.f)()=lim (er -| f(w-t) de 


存在 并 有 限 ， 故 只 需 证 明 其 极限 几乎 处 处 等 于 f(zw)， 而 由 于 在 
| 引 ->0 Ay, L 连续 模 ozy( 轨 一 0 ( 见 第 一 章 定理 1.18 之 证 明 ), 故 
当 8—0 时 ,有 

1 


7) loa], SC-D -SO di 


<a fa (f, E-i -Sa | ae} dio, 


因此 ,存在 一 个 趋 于 0 的 序列 Lou}, 使 得 当 bco 时 ， 几 乎 处 处 有 
Duf) (9)->f(z)， 于 是 几乎 处 处 有 lim(T,f) (2) =f). 】 


”这 种 方法 可 直接 用 到 Poisson 积分 上 , 且 由 此 可 给 出 定理 2.1 
的 一 个 直接 证 明 . 然而 我 们 的 目标 是 把 这 个 定理 推广 到 本 节 开 始 
时 提 到 过 的 更 一 般 的 非 切 向 交 近 边界 的 问题 。 为 此 , 我 们 首先 把 
这 个 概念 精确 化 , 再 证 明 Poisson 积分 有 这 样 的 一 般 边 界 值 . 

X a> 0, o€ En, & Hs 中 以 (wo, 0) 为 顶点 、 以 0 为 锥 度 
的 锥 是 指 区 域 . l 
L'alto) ={(a, y) C His |2- wo| <ay}, 
B u Fé Enma 上 的 函数 , 如果 对 每 个 w>0, 有 
(3.15) lim u(a, y)=1, 


Cy) >To 0) 
其 中 ，(w, y) Æ Taleo) 内 趋向 (wo, 0), RIRA UE DEE, 
有 非 切 向 极限 了 
我 们 会 在 以 后 的 内 容 中 更 加 看 清 非 切 向 通 近 边界 的 重要 性 . 
« 06, 。 


da 


在 将 要 建立 的 若干 基本 定理 中 ， 垂 直 逼 近 边 界 是 不 充分 的 (例如 
(5.4)). 
定理 3.16 BfEl*(H,), 1<p<oo, ils f rebesgue A 
集中 的 每 一 点 to, Poisson 积分 
f, F@-OPG, y) di=uCx, 9) 


有 非 切 向 极限 f(a). BIS, 上 述 事 实在 M, 上 几乎 处 处 成 立 . 
证 明 首先 注意 到 ,第 一 音 定 理 1.25 的 证 明 在 于 说 明 对 了 的 
Lebesgue 点 集中 的 点 zo, 有 


0=lim | | fo —t) — f (a0) | |py Ct) | at 


=lim | |F) ~f(@)| [pye t) | dt, 


4 p(t) 是 Poisson 核 P(t, y) =caly/ (y+ |t|] 时 ， 我 们 
容易 对 (æ, y) ETa(zo) 建立 不 等 式 ， 
(8.17) P(a—t, y) =9,(@—t) <Sdap,(zo—t) 

| =daP(%—t, Y), 
其 中 , d2/+) max {1+207, 2}. 因而 , 利用 第 一 章 引 理 1.17 之 
(b), 得 到 


ie v)— fleo) | =— |f, AOPE, y)at 
— f(a) | Plo-b y) at 
<|, If-f C0) | Pot y)dt 
<df, ISE -S Co) |P (zot, 9) dt 


=da| ISE) -S C) |py(o—2) dt, 


BSR RAY y->0 时 趋 于 0, 故 定理 得 证 .】 
上 一 定理 的 直接 推论 是 ， 在 EL. 的 几乎 所 有 点 上 ，Poisson 积 
分 入 非 切 向 有 界 ， 也 就 是 说 对 几乎 一 切 CH, utes 上 的 
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KA, ERRE Ts(zo) 站 (zy) C Bais O<y<l} LAA GH 
截 锥 的 高 度 为 1， 由 于 所 考虑 的 函数 在 Bt 上 连续 , 所 以 截 锥 的 
高 度 是 不 重要 的 )。 事实 上 , 可 用 极 大 函数 my 给 出 有 界 性 的 定量 
表示 ， 

(3.18) sup [u(a, y) | <doroy(zo)， 


(wD) E F'alTo) 


此 式 是 定理 3.10 和 含有 Poisson 核 的 不 等 式 3.17 的 简单 推论 

下 面 的 定理 (在 第 六 章 中 用 以 建立 H? 空间 理论 的 基本 工具) 
表明, 对 调和 函数 而 言 , 非 切 向 极限 和 非 切 向 有 界 基 本 上 等 价 . 

定理 3.19 Bue Bii 内 调和 ， 并 在 正 测度 子 集 5C ,的 
每 个 点 上 非 切 向 有 界 , 则 v 在 8 的 几乎 每 一 点 上 有 非 切 向 极限 . 

证 明 ”我 们 只 需 证 明 , 只 要 SCE, 是 正 测度 子 集 ,v 在 其 上 非 
DAR, 则 存在 S 的 一 个 正 测度 子 集 , 对 其 中 的 点 , w 有 非 切 向 
极限 。 继 而 只 需 再 考虑 有 有 理 欠 度 % 的 锻 Te(9), 则 可 知 , 8 是 子 
OF = Fam 的 可 数 和 , 使 对 所 有 

(%, YE {Pas N {p= (2, y); 0<y<2} =X, 
(m=1, 2, +)” 

有 luz, y) <m, 就 是 说 , v EM oP BOR, Bho 是 由 雇 
F EZART A VLE if y=2 为 上 界 的 那些 垂直 截 锥 的 并 所 组 
成 . 

容易 看 出 , 现在 只 需 证 明 ， 对 几乎 每 个 gE 了 , 4 pE Talg) 
内 趋向 g 时 ,wu(p) 有 极限 .因为 , WE F= Fan, 去 掉 使 上 
述 事 实 不 成 立 的 点 集 ( 记 住 , a JERN, m 为 正 整 数 ), 则 我 们 去 
掉 的 是 零 测度 集 Hg CS 不 属于 这 零 测度 集 ， 又 B>0 是 任 一 有 
HERE, 那么 存在 一 个 正 整 数 b 使 得 对 pPETel(g)，0<y<<2, 有 
lu(p)|=|ule, y| <k, BI gE Fox. 因而, 当 2 在 Te(d) 内 趋向 
dg 时 ,ulp) 有 极限 ， 于 是 ,ww 在 每 个 这 样 的 g 上 有 非 切 向 极限 . 

为 了 进一步 简化 ， 我 们 可 以 将 jul, y)| 除 以 mw， 而 认为 在 


D 在 整个 证 明 中 ,一 直 沿用 这 样 的 记号 : 中 的 点 ( 即 Bs1 中 最 后 一 个 坐标 为 
0 的 点 ) 用 字母 9 表示， 字母 2 用 来 表示 Bi 中 的 点 ， 
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sO 上 有 jul<1, weds, HEA BES 与 由 单位 立方 体 组 成 的 网 
格 中 之 一 个 立方 体 的 交集 上 证 明定 理 ， 所 以 还 可 认为 8 含 于 单位 
立方 体 之 中 . 

做 了 这 些 简 化 后 , 令 久 一 {UocerTo(9)} pl, y) Oy <1}, 
B=O0D( =D Ww), DERK- Hy 轴 方 向 平移 一 1/j 而 
RHES, G=aBNH. Ws, wus, y) =u, yt+1/p, > 
URR 多 ;的 特征 函数 ，xj(wz)w(w, 0) 的 Poisson 积分 用 g(a, y) 
表示 , H 出 (%, y) = ulw, y) =pl, y)， 我 们 看 到 pl <1 (这 是 
根据 第 一 章 引 理 1.17 之 (b) 和 Poisson 核 的 非 负 性 而 得 到 ). 

函数 列 fls) =x;(s)u,;(s, 0) 按 PU 范 数 一 致 有 界 ( 因 为 


fle<disla=({_ ds) < (4 Hy 14 20/7 的 立方 体 体 gyr< 


C1-++20)"?), BBA, FETEI { /zx} BRAT BH ELE). 
特 列 地 , WHE Co, y) E Ei 当 k> 时 ,有 


Pi(@, y) -| fi,(s)P(@—s, y) ds 


>f f(s)P(a—s, y)ds 


| =—(@, y). 
eS: 由 于 显然 有 Jim w(2， Y) 一 w(w, y), RA PRR EE, 


° bv, y) =lim th;,(@, y)=u(e, y) 一 p(s, Y). 


AX p 是 L'E) h og BH Poisson 积分 ， 所 以 根据 定理 3. 16, 
在 召 , 的 几乎 所 有 点 处 有 非 切 向 极限 .而 4u=g 十 山 EME, 对 
几乎 一 切 g9E€ 了 , 当 p 在 Tolg) 内 趋向 9 时 ,limy(p) =0, 
为 此 目的 ,我 们 先 来 考查 函数 山 , 它 满足 . E 

(D 4 pE2 it, lpp) <2 (RH 2 中, [byl <|u,| + iol 
<1+1=2). | 

(2) 当 pE9, H p—>qEF i, b;(p)>0 (由 定理 8.16 可 知 ， 
这 一 事实 对 多 ;的 一 切 内 点 成 立 ). 

现在 ,倘若 能 找到 一 个 在 Era 中 调和 的 函数 w, 满足 条 件 
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SN i AS ee evn a R= 3 可 -O OMAD a Mer A I Gea Ee ame Pee see 


(a) 在 Ht, 中 ， wla, y) =>0, 
(b) 在 Z-F H, wlz, y) >2, 
(0) Æ F By JL iik, w 有 非 切 向 极限 0， 
我 们 就 能 证 明定 理 了 .因为 此 时 , hA (b) 知 ,在 用 -及 中 ,有 
wp) idy(p) 0, FETT h (2) 和 (a) 推出 
lim inf {w(p) + i(p)}> jim inf w(p) 之 0. 


这 说 明 ,对 一 切 pe D, Aw p)+y,(p)>0, AN, MARR, Bh. 
据 最 小 值 原理 得 知 ， 存 在 一 个 当 hoo 时 趋向 F 中 之 一 点 的 序列 
{PisCD, HME k, A wp) tpl p<- e, 这 里 8 BHT 
正 数 ， 然 而 由 (2 可 知 , 当 koo BY, y(p,) 0, ATSB KATA, 
wp.) 就 是 负 值 ， 这 与 (a) 矛盾 TES 7 趋向 co( 通 过 一 个 子 
列 ), 就 得 到 对 一 切 pnE ,有 w(p) 土 (p) 之 0， 即 对 一 切 p€ 9， 
有 | 由 (2p) | <wlp). 于 是 ,由 人 性质 (0) 就 推出 ; 对 几乎 一 切 9E 卫 ， 
当 p 在 1o(9q) 内 趋向 g Bt, lim df (p) ==0. 

现在 我 们 来 构造 具有 性 质 (a), (b), O 的 函数 了 SEB 
,~ 了 的 特征 函数 ,并 对 y>>0 HE HB 
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其 中 ,o 是 一 个 正常 数 (在 后 文中 来 选取 ). 显然 , 在 Bh P, we, 

\ a 而 由 定理 3.16 可 立即 推出 (0), 那么 ， 
我 们 只 需 证 明 色 满足 b). 我 们 首先 
注意 到 , 4 (2,y) E 8- 了 ,上 且 y=1 时 ， 
有 wl, y)>2y=2, WR p= (%, y) 
ar CB, 目 0<y<I， 考 查 以 2 为 顶点 、 
以 a 为 锥 度 的 倒立 锥 (如 图 )， 设 此 锥 与 超 平面 E, 所 交 出 的 球 之 
内 部 为 0， 则 0 与 了 了 互 不 相交 ， 因为， 否则 就 会 存在 一 点 gE 
ONF, 使 p 在 Ts(gq) ZAM. EACH, PUG RRA REA, 
于 是 有 


ds, 


~ ds 
wp) a CY | P+ [a s ewe 
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yr dy 
( y? 十 7) "12 


| gri dr 
= C@y_1 Na 
n 0 (1+ 77) eta 


适当 选择 6, 可 使 上 面 最 后 的 表达 式 大 于 2. B 

既然 已 经 构造 出 了 函数 w, 这 就 证 明了 . HILFE qEF, 4 
PE Lal) AMT ah, bp) 的 极限 为 0， 此 外 我 们 还 可 断言 ， 
在 Uarda) 上 的 控制 式 Yw, 可 推出 对 几乎 一 切 ge F, 4 
Pp 位 于 以 9 为 项 点 、 锥 度 为 任意 的 锥 内 , 只 要 pp 与 9 充分 接近 , 就 
有 ld(p)|<w(p). ”由 简单 的 几何 论证 就 可 说 明 ,F 的 每 个 稠密 
点 Wg 实际 上 就 是 这 种 情形 ， 所 以 ,对 几乎 每 个 gE 了 了, 当 p 非 切 向 
趋 于 9 时, limy(p) 一 0. 这 就 意味 著 在 了 的 几乎 每 个 点 9 处 , u 
和 9 有 相同 的 非 切 向 极限 ,因而 定理 得 证 . 】 

我 们 的 兴趣 在 于 把 这 一 结果 推广 到 在 多 变量 集 上 的 调和 函数 
CES HA Fe HH). B Em X HX xX En 为 上 个 欧 氏 空间 
的 笛 卡 几 积 ， 其 中 的 点 为 wP, w, e, gE) 一 (aD, e, oD, 
D, 0， 多 是 笠 卡 儿 积 中 的 一 个 区 域 ， 

WA Bia RR, EXE 2 上 的 二 次 可 微 函 数 w， 它 对 每 
”个 变量 2 1<j<h, 都 是 调和 的 ,也 就 是 说 ,对 I<j<h, 有 


nj gu 
aC T. 
下 一 章 将 处 理 多 变量 解析 函数 ， 那 时 将 遇 到 这 种 多 变量 函数 ， 在 
那里 ,每 个 En 都 是 二 维 的 , AW SRPMS. 
叙述 这 一 推广 是 不 困难 的 .为 了 证 明 它 而 对 定理 3.19 的 证 
明 作 些 改变 也 是 不 难 办 到 的 . 其 改变 之 一 类 似 于 定理 2.5 和 3.16 
对 RK Poisson 积分 ”所作 的 改变 ( 即 关 于 多 重 调和 函数 的 变型 
Dirichlet 问题 的 解 ). 
XE RK Poisson 积分 是 算 子 族 的 范例 ， 它 们 含有 若干 个 趋 


‘ay 
= CCoOn iY | 
-0 


8) Rir=ti 是 可 测 集 PCH, 的 特征 函数 。 如 果 parma he f(t) dt>1(r—> 
0), UZ r E F AEA. (HEE 3.144, F 的 几乎 每 个 点 都 是 稠密 点 。 


- 71. 


P 4 p FA i oe ae iate Aeg oro ono oa m ee ie gt ee: Figs mh Pt ea iol E-r RA mp hR M Een a a O e 
rial rs A r E 4e i 


于 0 的 独立 参数 ， 因 而 比 在 定理 3.12 中 出 现 的 算 子 族 更 为 一 般 
即 {T 族 被 集 {8=(81, E2, ~t, Em) © Em: é;>0, j=1, 2, om} 
(在 En 的 第 一 卦 限 中 ) 参 数 化 . 我 们 的 目的 是 要 研究 ， 当 e AT 
OE En 时 了 ,的 性 态 ， 为 简单 起 见 , 对 累 次 Poisson 积分 , 我 们 只 
考虑 m=2 的 情形 ， 即 设 En, SA En En ELA, Hop om 
+rmg=n, Wt=(4, +, EH, j=1, 2,4 


P;(t, 83) =n, Tee Or 
然后 ， 对 fED(#,), 定义 Tf =T cent OUT: 
(TA) =|, Paat, e1) 


x i, Poe —s, eaf Ct, 8) as} di, 
其 中 ， 
w= (a, =, oD, oP, VE) = (a, gD) € Em X B= By, 
如 果 f@)=filo™) fala), He f ELENO En, j=1, 
2, 则 根据 定理 2.1 知 , 当 e= (8, Eo) > (0, 0) 时 ， (TF) (@) 一 臻 
WAT fo). 这 种 函数 地 的 有 限 线性 组 合 类 在 LCE), 1<p< 
coo 中 稠密 ， 于 是 ， 若 能 证 明 不 等 式 (3.138) 成 立 就 能 断定 
lim(T'.f) (wz) 几乎 处 处 存在 并 有 限 ， 我 们 不 难 证 明 下 述 更 强 的 结 
论 :对 (MS) (æ) = sup |(Teewf) (2) |, 1<p<o0, 有 
(3.20) (Mfl <A] ls, 
此 处 , 4 依赖 于 p, m, m, 而 与 SELCE) 无 关 ( 见 前 面 (3.7) 的 
讨论 ) 。 ' 为 建立 这 一 不 等 式 , 定义 UMP HLA, 上 的 一 个 算 子 ， 
它 把 了 映 成 用 -， 2) 的 极 大 函数 , 即 : 
CMF) (a) = (MOF) @™, s”) 
= sup Q;) pom f ; | f(a —£, wD) | dt, 
类 似 地 , 定义 
(MDF) Ca) = suprir | | fe, 2s) | de, 
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FE, 依 定理 3.7, 有 
(8.21) [MIM dp, n) MPF 
<b Cp, na)b (p, m) | fio 
=B| fl. 
另 一 方面 ,从 (3.10) 推 出 
(Lf) (@) | = | Pes f) (2) | 
<|, Pala —s, ea) (MVF), s) ds 
<( MD MF) (eo, gD), 
Am, (Mf)@)= sup | Perf) @) |S MOMS) (2), FEE 
(3.21) 就 得 出 (3.20). | 
这 样 , 我们 可 以 断定 ， 对 几乎 一 切 5E 召 。， 当 gs 一 (8l，83) 一 
(0, 0) 时 ,lim (T,f)(%) 存在 并 有 限 ， 显 然 , 我 们 可 以 修改 上 述 证 


明 并 用 于 m 重 累 次 Poisson 积分 .更 确切 地 说 , 有 以 下 定理， 
定理 3. 双 # fCL(E n), 1<p<oo, 且 


uls, e) =u(a™, a, ---, os 81，83，。…，8m) 
=f of P(o Pt, 84) Pr (am —U™, 8m) 
x FD, e, 4) D., 
p, i”, ov YRT En, e= (81, 82, t, 8n) AT Em 的 第 一 封 
限 ( 即 e;>0, j=, 2, =, m). WLR oe En A 


Lim ww, 6) = lim ua, a, o, 2; e1,- 8n) =f (0). 
s- ir imn 


TA 我们 已 经 知道 lim ule, e) 几乎 处 处 存在 并 有 限 ， 现 


在 只 需 证 明 此 极限 几乎 处 处 为 f(z), 如 同 证 明 推论 3.14 时 一 样 ， 
只 需 证 明 当 e->0 时， 有 lvw(.，s) 一 了 |, 一 0. 而 这 一 点 完全 可 用 
证 明 第 一 章 定理 1.18 的 同样 方法 来 证 明 。 为 简化 符号 起 见 , 我 们 
仍 对 m= 2 给 出 证 明 。 其 证 法 显然 可 以 推广 到 一 般 情形 。 由 第 一 
章 引 理 1.17 之 (b) 并 经 变量 代 换 , RNE, 


Eee ER A A A a: a TT + er oy eT 4: fae Bah E A oe IB rete ner EE We o pamare re o rrm i e maco wee ee 


wee, e) —f(2) | 
| -f f P(t, e) Pels, e) f(a- t, a —s) 
— f(æ®, a) }dtds 
= | 网 | p, Pa, DPs, D{ 0T et, 2° 8s) 
— fia, g”) } dt ds, 


当 (h, k) E Bm X By, 时 , 设 
Op, j(h, k) =wlh, k) 


-(| | f(a +h, ao? +I) — f (wD eg) |? 
x dada)” 


是 了 的 22 连续 模 . 我 们 知道 , 当 |A], |F| OR, E oh, k), 
H olh, k) <2] f ls. 那么 ,由 Minkowski 积分 不 等 式 和 Lebesgue 
控制 收敛 定理 知 , 当 e, cx OW, 


(J, lu, 2)-F(e) Pde) 


-| | w(— est, — 88) PiG, 1) Pa(s, 1) dt ds—>0, 


定理 证 毕 . 】 

将 上 面 的 证 明 加 以 修改 ,还 可 证 明定 理 对 2= co 也 是 正确 的 
(其 下 述 的 非 切 向 问题 也 如 此 )， 因为, 不论 是 哪 种 情况 ,都 是 下 面 
定理 3.24 的 推论 。 所 以 我 们 不 必 再 述说 这 些 修改 了 . 

定理 3.22 Ba, MRA Ata 中 的 直线 O= j= 
1, 2, =, m) AR) FRA En, 中 之 一 点 wom (oP, 29, e, 
as”) , W LCE.) P bg Bey BAK Poisson 积分 几乎 处 处 收 伍 于 该 函 
数 ( 试 与 本 节 开 始 时 的 讨论 作 比 较 ). 如 同 先 前 一 样 , 在 更 广 的 意 
义 下 ， 其 极限 也 存在 . 这 些 极限 是 非 切 向 极限 的 推广 ， 它 的 定义 
是 , 设 trgts+m=n, 记 

Ta (E0 = {2 93) E Einn |@P— af | <a}, j=1,2, .,%, 

u 是 定义 在 Bia Xs X Bias LR. WR A 维 正 实数 
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给 (a, e., Qk) ， 当 oe, Ya g”, Ya ttn ; 205， Yr) 在 笛 卡 此 积 ro 
LTE Xo XL ARREST zo 一 (26, 2, ee, 2) 时 ( 即 每 个 点 
(SD, y) SED RF at, IKJA), ule, ys ©, yae 
TP, yr) =u(a?, @®, e, G Y, Ya or, Yo BF), MEK u E 
Zo= (s, BY, e, O°) REALE A HMRI, 把 不 等 
式 (3.17) 和 用 以 证 明定 理 3.22 的 论据 用 到 每 个 核 P; E, 1<j< 
m, 我 们 得 到 

推论 3.23 #fEel(H,), 1<p<o, Huls, 8a) EEH 
8.22 中 定义 的 函数 ， 则 在 几乎 一 切 oE HB, 处 , ule, 8) 按 每 个 变 
量 组 有 非 切 向 极限 fC). | 

设 顶 数 人 和 定义 在 Aa X Ba xX X Har 上， XNA kE 
TE SE BY HH (a1, og, °°, On), U ERE Ta, (09) AN{(a™, ys) GE Ermi 
0<y<1}A<j<k) HAF ILAA RR, WK u & mH, 上 按 每 
个 变量 组 非 切 向 有 界 ， Hu RMR SELE) HARK Poisson $ 
4, 1<p<co, NAB SE E, 中 几乎 所 有 的 点 上 , vu 按 每 个 变量 组 
非 切 向 有 界 ” 是 比 推论 3.23 更 为 基本 的 事实 (当然 , 它 是 推论 3.23 
的 直接 结果 ). 

与 Ery 上 调和 函数 的 情形 完全 类 似 ， 按 每 个 变量 组 非 切 向 
有 界 性 几乎 处 处 等 价 于 非 切 向 极限 的 存在 性 ， 甚 至 对 于 不 是 
Poisson 积分 的 调和 函数 也 是 如 此 . 更 确 久 地 说 ， 定理 3.19 可 推 
广 如 下 ; 

定理 3.24 ani = n, :是 定义 在 笛 卡 儿 积 
再 :1X 盏 1X… 和 Xi 上 的 函数 ， 它 在 每 个 变量 AC, y) 一 
(wP, of, +, o, y) € Eina A<j<h) fA C u AK 
可 微 ,并 满足 


9) ae n 个 变量 Ti To +, I AAREPECERMRA. 第 7 个 集合 包 

变量 zz aa) Sw, WR ISIE, Ni=mtet ete. 我 们 刚才 

Fe GW Re RS 分 组 ， 严 格 说 来 ,我 们 应 当 在 定义 中 指出 这 一 点 . 不 

过 另 一 方面 ,我 们 又 将 看 到 , 在 我 们 的 一 切 应 用 中 ， PAE Re Fae 
是 很 清楚 的 .因此 , 为 简单 起 见 , 就 不 再 指出 它 了 。 
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如 果 在 一 个 正 测 度 子 集 SCE, 的 一 切 点 上 ，% 按 每 个 变量 组 非 切 
Wat, 那么 , 在 8 的 几乎 每 个 点 上 , v 按 每 个 变量 组 有 非 切 向 极 
PR. 

证 明 ”证明 这 个 定理 的 主要 想法 是 从 定理 3.19 的 证 明 引 伸 
出 来 的 。 因此 为 了 得 到 现在 的 定理 , 我 们 仅 需 指出 在 原 证 明 中 需 
作 的 变动 . 下 面 仅 限于 讨论 7=2 H nn =n 的 情形 ( 易 将 证 明 
推广 到 一 般 情形 )、 | 

与 定理 3.19 证 明 中 所 用 的 记号 类 似 , 令 p= (p, pe) = (a, 
ys 2 ，Ya) 表示 Bax Hh WA, 9 二 (gi, go) =(@™, 0,0, 0) 
表示 HX E= Ha 的 点 (后 者 是 BX Eh 的 特异 边界 9))， 同 
前 理 ， 我 们 的 问题 基本 上 可 以 归结 为 去 证 明 ， 着 在 区 域 

A =i eG, ga) } 
Nip=(a™, ys @, ya); 0<y1, Y2<2} 

中 ， 有 |u|<1, MUL BA gC FC Hn, 4 pH yc(9) = 
Ya(Q1, Go) 内 部 趋向 9= (91, ga) 时 ,u(p) 有 极限 ， 这 里 , 我 们 把 
6 ELA Ta(q1) XLT alq) WE Yalli Ga). 在 适当 选取 子 集 时 ， 
还 可 认为 好 是 闭 的 , IAAT Ba 的 单位 球 之 中 令 

P =L] valgt {p= (oe, ys 2, ya); 0<y1, ys<1}, 


A; BAR DHE y A y HA EB 一 1/i 而 得 的 集 ， G= N 
Ea, Sh, & ul p) aule ?, yrt 1/9; eP, Yot1/f), x3 表示 Íi 
HIRIE A Re, pi 表示 ulw; o) ujo™, 0; wa, 0) 的 累 次 Poisson 
积分 ， yp; =U; — D3, . | 

如 同 证 明和 定理 3.J9 一 样 ,我 们 可 以 找到 一 个 序列 Pr EE 
itiX Bwm+tl 的 每 个 点 上 收敛 于 (CBon) 中 一 个 函数 的 ) BRK 
Poisson 积分 ， 我 们 记 该 极限 为 pg， 因 为 当 jo 时 , uu, 所 以 


”10)“ 特 异 边界 ”这 一 术语 经 常 在 文献 中 使 用 ， 它 表示 我 们 考 虚 的 只 是 Binx 
Eta 拓扑 边界 的 一 部 分 。 
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对 每 个 pe Ej X Hiya, hp) =u; (p) — pC p) 趋 于 极限 pp) 
=u(p)—p(p), HF op 是 DP (Em) 中 一 个 函数 的 Poisson 积分 ， 
依 推论 3.23, EE Ean 的 几乎 每 个 点 上 ， 按 每 个 变量 组 有 非 切 癌 
极限 ， 我们 将 证 明 , 对 几乎 一 切 9€E 了 了 , 当 p 在 Ya(9) 内 趋向 9 时 ， 
有 limw(»p) =0. 

与 证 明定 理 3.19 时 一 样 ， 关 键 在 于 构造 一 个 Hir x Baas 中 
的 多 重 调和 函数 w, 它 满足 条 件 : 

(a) 在 Ei X Ely A, w>, 

(b) lim inf w(p')>|p:Cp)|, j=1, 2, --, Hob, pE DAW 

(0) 在 了 的 几乎 每 个 点 上 , w 按 每 个 变量 组 以 0 为 非 切 向 极 
限 . . 

BE fi Hn F 之 包含 于 以 原点 为 心 , 半径 充分 大 的 (固定 的 ) 
球 ( 在 证 明 过 程 中 ， 不 难 确定 它 至 少 要 多 大 ) 中 的 那个 部 分 的 特征 
Re. RNEMwH2yity) +ewa™, ye, Ya), HPV 
E é M RK Poisson 积分 ,6 是 一 个 正常 数 , CHER PRE. 

条 件 (a) 是 显然 的 , 而 条 件 (ce) 可 由 推论 3.23 HE AS AT 
所 有 (Ean) 空间 ,1<2p<co)， 那么 只 需 证 明 b). AX pE 
FP, (p) =0, 所 以 不 等 式 (b) 对 PE 成立， 对 多 之 边界 的 其 
余部 分 ,我 们 分 别 考虑 . 

Ci) yw Rye Æ 1 

o Gi) O<yi<1 H 0<ya<1 的 点 ; 

(ili) gy>0 且 ya 一 0, 或 yo>0 且 Y=0 的 点 . 

由 于 | 出 | <2, 所 以 对 G) 的 情形 , (b) 显然 成 立 . 

设 p= (Pi, pa) =(@™, yy s”, Yo) 满足 (i). 考虑 以 Pi, Pa 
为 预 点 , 04, oo HERE RS Bl HEN RJE. 这 两 个 锥 交 超 平面 
y1=0 和 ws 一 0( 在 每 个 Btiz 中 ) 为 两 个 开 球 01 和 O RX, Ca 
x0O0s 不 包含 了 了 的 点 (否则 ，2 就 会 属于 多 )。， 若 我 们 当初 用 来 定 
LEKUE F 的 球 选 得 足够 大 ， 使 它 能 包含 这 些 馈 卡 儿 积 ， 那 
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A, 在 Oi:xCs 的 所 有 点 上 , €=1. 因为 球 O, 和 Co 分别 以 2 中 和 
o? 为 心 ， iy: 和 aaya 为 半径 ,所 以 当 6c 足够 大 时 ,有 
os | l i 
wC p) =W (p) Sell (cay: | ceili cee) 
2 ass prot dr 
=? L( YOn n1 f er) 
Rik p= (pı, Pa) = (o™, yy 0, 0) 满足 (iii) (yy =0, yo>O 
的 情形 类 似 ), 此 时 , w(w) BEX, 故 需 估算 当 p CD A ph, 
lim inf w(p') 的 值 . 设 p= (pi, pa), Ey ys A p Ml p 
的 y 坐标 , 我 们 有 
Fi j 2 Yi 
w( p) = 2y,-+ ce; [ ETAGE 
x IR T g S (qi, 92) dqa | dq, 
根据 Fatou 引 理 , 得 出 
lim inf w(’) 


PoOmve® 


3 2y1+ cc; |, Tar 


«fim iat of Tages F(t t) da} d 
现在 来 证 明 
(3.25) 


lim inf Oy | qor 0) dg ECGs, pa). 

为 此 ， 首 先 注 意 到 由 于 左 端的 被 积 函数 是 非 负 的 ， 所 以 当 
E(91,Ps) 一 0 时 ,不 等 式 肯 定 成 立 , 而 8 在 由 Een TPR AG Bn PF 
所 交 而 成 的 开 集 上 的 其 他 值 只 能 是 1。 因为 这 是 开 集 ， 故 在 其 
上 连续 ， 因 而 积分 (3.25) 实际 上 收敛 于 (9, ps)( 可 用 证 明定 型 
2.1(b) 之 最 后 部 分 的 同样 论据 来 证 明 )， 于 是 (3.25) 获 证 ,因而 有 
lim inf wp’ 1 之 2 + CC, | Tp 7 Els pa) dq, 


余下 的 证 明 ， 基本 上 是 重复 定理 3.19 证 明 中 的 最 后 部 分 , 并 
。78 。 


| 把 它 用 于 区 域 多 ,, 上 的 函数 bs Cor, pa) 和 


~ \ = y 
CB) ~ dat A 


E, 其中， 2p, 是 由 含 在 某 一 截 锥 Lal) (C91, pa) EF) 中 的 点 pi 
EBiiz 组 成 (这 时 , ps 是 固定 点 , 它 位 于 Bryz 的 边界 如 ,上 ).。 这 
样 就 证 明了 (b), 并 得 到 控制 式 

(3.26) lb(p)|<w(p), pEY, 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 尚 需 扩充 (3.26), 使 之 对 于 几乎 一 
WqEeF, 以 及 任意 锥 度 Bs, Bo 的 积 锥 Tola) xT olga 中 之 p, 
只 要 Pp 充分 接近 于 = (g g), 就 有 PP) | <ul). SLR 
是 要 求 对 了 的 一 切 强 宽 点 , 上 述 控制 式 成 并 ， 强 密 扩 是 指 满 足下 
述 引 理 绪论 的 点 ， 

513.27 he tt Em= H,X ,中 任 一 可 测 子 集 五 的 特征 
a. WIL AER s=, MEF, A 
lim Q7; ahi he” | E (HP — 3g go — 3) ds ds? == 1. 


120 ed la 'i<As 
证 明 对 任 一 fC LEX En), EXSER H K ER My. 
pyle, oo) 
= sup Q; hki’hz” 


x | fo- s”, g — s9) | dg ds. 
如 同 证 明定 理 3.22 一 样 ,可 知 url) (MOMS) (x), BRU 
(3.28) | u1(@) l< AlS lo L<p<co, 
那么 , 根据 证 明定 理 8.22 的 同样 理由 , 可 推出 , 对 任 一 固定 的 fe 
I? (Em), 1<p<0co, ELEM (wV, s) € Em 上 ,有 
(3.29) 
lim Qy *hi*hz" 


x 人 f(a __ sD, g™ _ sg) dg™ dg” 
[Si <Ar || < Ag 


e T9 。 


Ration ct eR SOL aed i ee ag IT: Sonat aoao osoa oa pot vm p e ke e 一 -wrap a 一 一 ee ea vse 


= f(a), go) 

然而 ,由 于 〈3.29) 的 成 立 仅 依赖 于 在 点 wP, s) 的 邻 域 中 了 之 
fi, Wik, 当 上 只 是 局 部 属于 L (E,.), 1<p<oo 时 , (3.29) 也 儿 
于 处 处 成 立 ， 革 是 , 它 对 一 切 有 界 函 数 一 一 特别 是 & 一 一 成 立 , 这 
就 证 明了 引 理 3.27，】 | 

现在 , 我们 可 以 来 完成 定理 3.24 的 证 明了 . 设 (gi gs) BP 
的 强 密 点 ， 对 固定 的 yi, >00, 考虑 集合 ， 

A= ={ (8P, ga, [a — g. < Ba, lw — ga} < Boga}. 
再 对 任意 (09, cO) CA, 考虑 集合 : 

B={(2%, r); o — gD | <A, | 26 — gf) | < got}. 
E ys Fil yo 充分 小 , 则 B 必 与 F H, 杏 则 就 会 与 g9= (gi, ga) Æ 
F RRRA AHT. Aie. 车 p= (py, p), p= (a, y), 
pa= (0, Ya), Apa BES g, W pET'6(91) xT alq) AE 
PEL a (EP) xTo (rH), A (a, EF, 

于 是 ， 对 一 切 pETp(q1) STel), 4 p74 RUF a= 
(qi, da) 了 时， 估计 式 (8.26) ERS. AZ, I F 1e A RRT E 
HUE. 】 


$4 次 调和 函数 以 及 用 调和 函数 的 控制 


在 以 后 几 章 中 ， 我 们 需要 用 适当 的 调和 函数 从 上 面 控 制 那些 
Bin | 五 | 的 函数 ， 其中， 三 或 是 多 复 变量 全 纯 函 数 ( 抑 第 三 章 )， 
或 是 其 分 量 为 调和 函数 的 向 量 值 函 数 ( 见 第 六 章 ). 这 些 函数 | 了 |? 
将 是 次 调和 函数 . 我们 可 以 叙述 一 下 次 调和 函数 的 性 质 , 并 骨 单 
实 变 函 数 的 情形 对 这 种 控制 作 一 通俗 的 说 明 .， 此 时 ， 调 和 函数 是 
线性 函数 ， 而 且 正 如 就 会 明显 地 看 到 的 那样 ， 次 调和 函数 是 凸 函 
数 .， 丁 函数 一 般 是 指定 义 在 实 轴 的 一 个 区 间 上 的 连续 函数 也 6, 当 
KE iv, y] ET p 的 定义 域 中 时 ,满足 

11) "IGER, E AER EN MRS TF 入 是 重要 的 nares 


里 只 对 过 SRST. 所 以， 我 们 仅 限于 讨论 那些 (技术 上 ) 较 简 单 的 情况 ， 


(4.1) o( EU \< 2) +ø) 


容易 证 明 , 这 个 条 件 等 价 于 ; EKE e, y) 包含 在 2 的 定义 域 中 ， 
WY Fes v, y 处 与 2 值 相同 的 线性 (调和 ) 函数 ,在 区 间 e, y] 上 
控制 着 Po, 当 凸 函数 mp 在 定义 域 刀 的 每 个 点 处 有 连续 二 阶 偏 叶 
数 时 , 《4.1) 等 价 于 ; 对 一 切 sE D, wp" (we) =, 

在 本 节 的 前 一 部 分 ,我 们 推广 上 述 这 些 事实 ,并 处 理 有 界 区 域 
上 的 函数 ,在 后 一 部 分 (以 后 几 章 也 一 样 ) ,我 们 将 考虑 在 讨论 中 月 
然 地 提出 的 某 些 无 界 域 上 的 问题 ， 

一 个 定义 在 区 域 OCH, EINES RR s, 如 果 当 球 ie EEn 
|z 一 v0| <r} EF OPH, A 
(4.2) m 一 | sootrt) gt 


则 称 为 是 次 调和 的 ， 这 一 不 等 式 显 然 推 广 了 (4. 卫 . 

非 负 二 阶 导 数 蕴 含 同性 这 一 事实 , 也 可 推广 到 维 ， 

定理 4.8 设 s 在 区 域 9 中 有 连续 二 阶 偏 导数 ， 且 对 一 切 = 
CD, 有 ( 愉 )(o)> 关 0， 则 s 在 急 的 一 切 点 上 满足 平均 值 不 等 式 
(4.2). 

HA Ba Wd, vo 为 半径 的 闭 球 含 于 Ded, Zr, 
O<e<rSny, 表示 以 zo 为 心 , 半径 分 别 为 e r 的 球面 . 在 2 和 
3, 之 间 的 球 壳 区 域 8 中 ,对 函数 s 和 


|B g| 707? —p oo, 当 n>2, 
væ) -| 
—log |r— zo| +logr, 当 %=2 
应 用 Green 定理 , 可 得 到 (由 于 在 S 中 4v 一 0, 4s>0) 
o> || (sdu—vds) da -| 8 2e. 一 多 ot.) aa, 
Š 3 


Hp, OSHS MLR, 8/on 表示 在 OS 的 外 法 线 方向 上 的 导数 ， 
do 是 9 上 的 面积 元 . 于是, 如 同 证 明定 理 二 .1 一样 ,有 


12) 如 果 两 个 实 值 函数 了 和 g 有 相同 的 定义 域 D， 且 对 一 切 Z€ED， HJO 
g (2) ,我 们 就 说 , 函数 也 控制 函数 9。 


+ 81 ， 


ee Nh am . Lon 
- i ~ -apt ph nt ae tows waa. a ， 


= Ov o-(| | ar 
o>(| +f. On sdo ( s Se On de, 


(Hv te 3, EXO, HE f (@s/On) e do <0 (这 里 /an 是 沿 马 的 
指向 球 心 的 内 法 线 方向 的 导数 , 从 而 ,在 闭 域 {2; | 一 m| <e} E, 
对 函数 s 和 工 应 用 Green 定理 , 可知 | ôs/ðn do<0, 而 且 , 当 。 
<r 时 ,在 3, 上 ,有 vw 之 0)， 因 此 ,在 n>2 时 ,有 


o=({ -f ) — (n—2) | a— a] "Ds(w)) do(a). 


而 在 2 一 2 时 , 有 
o>(| —{, ) (1-20-13(0)) do (%). 
不 论 哪 种 情形 , 都 有 
i | s(x) do (a) <— a l s(x) do (we) 
= Meslr). 
PLA e->0, 则 左 端 趋向 s(zo), 于 是 不 等 式 (4.2) 成 立 ，]】 

在 后 面 几 章 中 , 我 们 将 要 指出 某 些 函 数 是 次 调和 的 、 一 般 说 
来 , 它们 不 是 二 次 可 微 的 ， 所 以 , 定理 4.3 不 能 用 来 建立 所 需要 的 
次 调和 人 性， 但 如 果 对 “4s>0? 做 适当 的 解释 (在 广义 函数 意义 下 )， 
则 定理 4.3 对 所 有 连续 函数 仍然 成 立 ， 进 一 步 的 具体 内 容 见 后 
zx (5.8). 然而 , 对 我 们 的 目的 来 说 , 定理 4.8 的 下 述 特殊 变型 是 
很 有 用 的 . | 

44 设 s>>0 是 区 域 乡 上 的 连续 函数 ， 在 子 集 Z- 
[1E D s(a) >0} LAH OS, AEA 上 满足 4s>0, 
那么 ， 是 DO +O RIA. 

证 明 我们 必须 证 明 s 满足 平均 值 不 等 式 (4.2). 于 是 ， 设 
moe D, 并 设 闭 球 S= {a [r-l FF ODP. HARMS, 
设 纪 是 以 s(z) (s COS, = {1t 一 zol 二 7}) 为 边界 值 的 Diriohlet 
问题 的 解 ( 见 推论 .1)。， 车 能 证 明 对 wES,,， 有 ew) <ua), i 
* 6+ 


不 等 式 (4.2) 就 是 平均 值 性 质 (定理 1.1) 的 推论 ， 
(a9) Uvo) = Wa, ul”) =- 一- | u(aotrt’) dt’ 


=t. f, sso trto dt’, 


| 


反之 , 假设 sup {s(z) —u(2)} =0>0, 4 F={wE Sy s(0) —u(a) 


一 0}, FBREAR BATS, ZAR N-AM, EF 的 每 个 
-点 上 ,有 sz) 二 0( 因 v 关 0)， 所 以 , 在 多 上 可 对 函数 8 一 《应 用 定 
理 4.3, 得 知 , WET CFCA), 4p 足够 小 时 ,有 


c=3(2) -u(a) <- — | fsCe 十 pg) —u(a-+pt’)} dt’. 


LAES, LA s—ux<c, v MHS, 之 内 点 ， 所 以 由 8 一 《的 连续 性 
推出 ,对 所 有 如 E22 及 充分 小 的 p,s(a+pt)- ulto) 一 0。 于 是 
F LERNE. AS, BYRON, BU PRBS ee P=S,, 但 
我 们 已 经 知道 S 的 边界 与 了 不 相交 ,因此 了 必 是 空 集 .这 表明 对 
一 切 w€5,, 有 ss(z) 二 wlwz)、 定 理 得 证 . ] 

值得 注意 的 是 ,我 们 实际 上 已 经 证 明了 下 述 更 一 般 的 结果 . 

定理 4.& 设 s0 是 区 域 乡 上 的 连续 函数 ， 且 在 统 = 
{sE 2 s(a) >00} 上 是 次 调和 的 .那么 s 在 乡 上 是 次 调和 的 . 

一 般 来 说 ， 定 理 4.4 证 明 中 的 最 后 部 分 也 适用 于 任意 有 界 域 
上 的 次 调和 函数 ， 更 确切 地 说 , 就 是 有 以 下 定理 ( 它 说 明 用 “次 调 
和 一 词 的 原由 ). 

定理 .5 设 s 在 一 有 界 区 域 儿 的 闭 包 上 连续 AsteD 
上 次 调和 , mut DLS, E2 内 调和 , 且 对 一 切 wE€69B= 多 
— 9, A s(x) ule), Mi — t zE 2, A s(e)<u(a), | 

证 明 ”考虑 函数 s—u, AE we, 3(v)—-u(a)>0, I 
A> o= sup fs(o —u(a)}>1, F={cE QF, s(#)—u(w) =0} (BD 


紧 , 故 e< co)， WA, 了 显然 是 闭 集 ， 男 一 方面 ,调和 函数 —u W 
足 平均 值 性 质 ,所 以 , 当 wE8, 且 球 {11 一 zw[<<p} ET OPH, 


c=s(xv)— uls) < 一 一 | {s(vw-tpt) — u(x pot} dt’, 
如 同 前 面 的 证 明 一 样 , 可 以 断定 FI. UI F baa A 
D #38, Hoe D—-D tt, sw) —u(w)<0<c), FE, 对 一 切 4€ 
P, s(z) —u(#)<0, ] 

下 面 ,在 对 次 调和 范 数 进一步 作 简短 研究 以 前 ,有 必要 先 介绍 
儿 个 例子 . 

(1) 调和 小 数 显 然 是 次 调和 的 而且, 从 定义 立即 可 知 , 若 %% 
调和 , 则 lu) 为 次 调和 的. 

(2) 车 ss 是 次 调和 的 , op 是 一 个 非 降 凸 函 数 , 它 定义 在 包含 s 
HI — PR, 则 复合 函数 pos 是 次 调和 的 .对 (4.2) 右 端 应 
用 Jensen ASA, 就 得 到 : 


p(s(a) ) <o( 8(ay-+ rt’) dt’ / on) 


<Í, p (s(t rt’) ) dt’ /sa, 


因为 当 palit, pla) =x 对 e> RhA, UL, BAR 
CA) ay 4, 4 u RIAA, Jul’ 也 是 次 调和 的 . 
(8) .车 忌 是 调和 范 数 ,一般 来 说 , 在 p< 时 ，|wl? 不 是 次 调 
和 的 .例如 ,对 C, y) EE Ku=ula, yy) 一， Wu RAR, 
“UR (ul 的 小 于 工 的 宕 都 不 是 次 调和 的 .然而 在 二 维 情形 中 ,， 当 我 
们 同时 考虑 调和 函数 和 调和 共 辑 函数 所 时 , 有 一 个 比 在 例 (2) 末尾 
所 述 要 强 得 多 的 结果 . 具体 地 说 , 4 用 = 十 和 是 一 个 解析 郑 数 ， 
43) Jensen 不 等 式 的 一 种 形式 是 ， 设 以 是 空间 履 上 的 有 限 测度 ，f 是 4 可 积 浮 
数 ,9 是 一 凸 函数 , 且 其 定义 域 包含 /的 值 域 ， 那么 ， 
O off IÈ DMJ] PD) au) /u A). 


如 果 MOR Xl a, s], uap == yh ARS vI y py Borel $ E 
有 uE) =0, H.S REFER fb) St, ssis FETE GRT Oe 
数 的 定义 (4.1)。 不 难 从 (4. 卫 经 过 简单 的 极限 手续 得 天 (*) 。 

H ukk PCH, ERA RL, UES 下 一 4 十 各 为 及 上 的 解析 函数 所 调和 
ie v, BEN ke u Uae. 对 此 右 一 基本 事实 : 若 金 单 连通 , 则 调和 
共 斩 函 数 让 在 且 唯 一 (最 多 加 上 一 个 常数 ) .特别 地 ， 在 区 域 用 内 ,在 芭 在 其 
上 调和 的 每 个 点 的 邻 域 中 ,的 调和 共 扳 函数 存在 ， 
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则 | 五 |? 对 一 切 2>0 是 次 调和 的 ， 此 率 可 证 明 如 下 ， BRP 
的 定义 域 中 使 卫 (z) 关 0 的 点 z 十 记 =? 所 组 成 的 点 集 ， BA, s= 
log | 了 | 在 2 上 调和 , 当然 更 是 次 调和 .由 于 当 2>0 时 , 9(w) 一 
gr 是 一 年 函数 ， 因 此 复合 函数 gos 一 | 本 i? 在 级 上 次 调和 .， 再 由 
定理 4.4, 就 推 知 [i? 在 也 的 定义 域 上 是 次 调和 的 . 

(4) 2 8i, 8a, °c, Sk 在 区 域 D 上 是 次 调和 的 ， Oy, Ba, **', Op 
都 是 非 负 实数 ， 则 线性 组 合 06484 十 Co8Sz 十 … 十 CxSx 是 P 上 的 次 调和 
函数 。 类 似 地 ， 著 5，s EP 上 次 调和 , 则 s(a) 一 max {s (2), 


ga(o) 定义 了 2 上 一 个 次 调和 函数 . | 

如 果 一 个 调和 函数 在 一 区 域 上 控制 函数 s, WR u JE s 的 一 
个 调和 控制 函数 .车 对 s 的 任 一 调和 控制 函数 有 有 ww<h, WR wu 
是 s 的 最 小 调和 控制 函数 .定理 4.5 告 诉 我 们 , 在 s 在 有 界 域 多 
上 次 调和 , 并 在 多 Ha FD 于 连续 的 情况 下 ， 如 果 调和 函数 必 在 
多 上 有 连续 扩张 ， 且 在 892 上 控制 Wus? 上 的 调和 控 
制 函数 ， 此外, 若 对 D, Dirichlet 问题 有 解 , 则 由 此 立即 可 知 ,s 的 
最 小 调和 控制 函数 是 在 罗 上 连续 .在 多 中 调和 .并 在 99= 多 一 多 
上 等 于 s 的 函数 ， 最 后 , 我 们 对 上 半空 间 上 的 次 调和 函数 证 朋 一 
个 有 关 事 实 , 它 将 和 定理 3.19 或 定理 3.24 一 起 , 用 来 得 出 某 些 调 
和 函数 边界 值 的 存在 性 ( 见 第 三 、 六 章 ). 

定理 &.6 设 s 是 i: 上 非 负 次 调和 函数 ， 且 对 所 有 y>>0， 
满足 ~ 


(4.7) | [sw, y)]*daxct<oo, 


其 中 ,1<g<oo, 6 不 依赖 于 y>>0。， 则 :在 His 上 有 最 小 调和 控 
制 函 数 , 此 外 , 当 9> 工 时 , 这 个 控制 函数 就 是 某 个 函数 SELCE) 
(具有 | jj,<o) 的 Poisson 积分 而 当 9= 工 时 ， 该 控制 函数 就 
Æ E, 上 一 个 有 限 Borel 测度 (其 全 测度 不 超过 0) 的 Poisson- 
Stieltjes 积分 . o 
证 明 首先 看 到 ，s 满足 引 理 2.6 除 调 和 性 以 外 的 假定 ， 但 
该 引 理 的 证 明 只 依赖 于 不 等 式 (4.2), 而 并 不 依靠 调和 函数 平均 值 


SAREA FE a te Og o i i Bed Ao ARE p HP E ii Eee OM a oie a Eas 


性 质 的 威力 ， 因 此 , 存在 常数 4 = 4,,)>0, 使 得 
(4.8) ls, Wlle= sup (sæ, y) |< Acy "1. 


其 次 , 我 们 将 证 明 , 对 每 个 本 征 子 半空 间 By =e, We 
Baits YP Yo>O}, SIRF Oo (Nis). 就 是 说 , Re y>yo, M 


有 
(4.9) lim s(x, y) 一 0. 
le? tyto 


我 们 从 (4.8) 看 到 , 当 y 信 大 时 , sC v) 的 值 就 小 ， 于 是 ， 只 需 证 
明 当 y 位 于 yo 与 一 固定 的 (yo) 之 间 ， 以 及 jsj->co 时 ， 有 
sa, y) TOM, RNB IE Me<y, HidB-{@, ye 
Eni yor <Y<Yit 7} (CB), W 

|, Eee yitdedy—|"" | [se y)] dedy 

< (yi + 2r — yo) c< 00, 

因而 ,车 设 BBN {(2, y) E Boss la>}, EA 
(4.10) lim | [sC%, y)]*dedy—o, 


当 læ] >M, H Yo SyS y 时 ， 我 们 可 找到 一 个 含 于 集合 Bur 中 的 
以 点 (2, y) 为 心 、” 为 半径 的 球 ( 体 ) S. AF p) =t FESR Re 
函数 , 则 pos=s! 也 是 次 调和 的 (网上 例 2) ) ,所 以 


[s(@, y)1<-gr |, (s(n) Ia dn 


<a J, DE Dedé», 


但 由 (4.10) 可 知 , 4 kam —r 趋 于 co 时 , 上 面 最 后 一 个 式 子 趋 于 
0. 因此 (4.9) 得 证 . 

为 了 构造 所 要 的 调和 控制 函数 ,我 们 对 每 个 2 二 0 A y>, = 
义 

15) 不 等 式 (4. 人 断言 ,8 在 以 m 为 心 、. 以 > 为 半径 的 球面 上 的 平均 值 控制 (am) 。 


与 证 明 引 理 2.6 类 似 ,可 证 在 以 xo 为 心 、 以 7 为 半径 的 球体 上 ,* 的 平均 值 也 
控制 gzo) ， 把 这 一 事实 应 用 到 s CEG, 幼 点 ), 就 是 这 里 的 不 等 式 。 


TSAK KH Ti” BH so as 


1] 


mle, y) -| s(a—t, se) P(t, y) dt 


-|， s(t, 8) Pl(w—t, y) dt, 
那么 , 根据 不 等 式 (2.2), 对 所 有 e>0 Ay >0, 有 
(4.11) | (maa, Wl do<er. 


并 且 , 从 (4.9) 和 定理 2.1 之 (b) 得 知 
O=lim|s(-, 8) =m., Y) |= 
~lim{ sup \s(w, 8) —m.(a, y) |}. 
由 此 可 有 断言, 当 8 是 一 个 正 数 时 ， 必 存在 一 个 充分 小 的 yood, 4E 
对 一 切 zE 恕 ,有 8s(z，s 十 go) 一 ms(o, yo) <. 再 由 (4.9) 看 出 ， 
若 |z| 或 y 很 大 ， 比 如 说 e >k, R yzy, MA s@, ety)— 
M, Y< 于 是 ,不 等 式 
slæ, ety)—m,. (a, y)<d 

7ERMR={@, y) CB; |a] <k, y<Sysys} 的 边界 上 成 立 ， 
我 们 检查 一 下 调和 函数 极 大 值 性 质 的 证 明 过 程 就 可 知道 ， 它 只 用 
到 了 平均 值 不 等 式 (4.2). 因此 ， 次 调和 函数 也 满足 极 大 值 性 
MR. 现在 把 它 用 到 次 调和 函数 sæ, e+y)—m(e, y) (m WA, 
因而 次 调和 ) 和 区 域 尽 上， 我 们 看 到 前 述 不 等 式 在 整个 忌 上 成 
We. 4 5-0, 相应 地 令 k, y>, y0, 就 得 出 对 一 切 w, y) E 
Eia, 有 | 
(4.12) slæ, ety)<m,(@, y). 

采用 证 明定 理 2.5 的 同样 办 法 (用 s Ru, 用 g 代替 p), 可 
知 ， 当 9g> 革 时 ,我 们 能 找到 一 个 零 序列 {ex} 和 一 个 到 中 的 函数 
f, 使 得 


lim ma (g, y) = lim | s(t, e) P(w—t, y) dt 
-| f@)P(@o-t, y) dt 


=m(a, y) | 
。 87 - 


a ed sb 可 -中 AR rm RRA OR ee A h AIR oR eet i = ， 


而 当 9 一 土 时 ,代替 了 而 存在 一 个 有 限 Borel 测度 u, diih 
lim m, (2, y)=lim| s(t, er) P(@—t, y) at 


=| Plat, y) du(t) 
=m(a, y). 
所 以 ,无 论 哪 种 情形 , FEAR Bk (4.12) p, > e= 3, 趋向 0, 都 有 
s(x, yy me, y). 
函数 就 是 所 要 的 Poisson 积分 (或 Poisson-Stieltjes 积分 )。 再 
因 m. (w, y) Æ slw, ety) 的 最 小 调和 控制 函数 ; 对 任 一 s 的 调和 
控制 函数 刀 满足 
mlg, y) = lim ma (v, y)<lim h(a, erty) 


=h(s, y). 
所 以 ,m(w, y) Æ s 的 最 小 调和 控制 函数 ，】 


$5 进一步 的 结果 


51 本 章 开始 时 , 我们 引进 了 函数 4 在 以 z 为 心 、 以 "为 半 
径 的 球面 8.(2) EAE Mer) =.N(r)， 在 Si(w) 的 球体 
上 做 函数 必 的 平均 值 


Anul) =A =L L ula-+t) dé 


2,4" 

也 是 很 自然 的 ， 因 此 , 我 们 可 以 考虑 两 个 不 同 的 平均 值 性 质 ; 一 个 
是 本 章 开始 时 介绍 的 , 类 似 的 一 个 是 关于 .x (7) 的 ， 引 理 2.6 之 
证 明 的 开始 部 分 说 明 , 如 果 函 数 满足 前 一 个 平均 值 性 质 , 则 一 定 满 
足 第 二 个 .类 似 地 , 犹如 在 定理 4.6 的 证 明 中 所 看 到 的 ,满足 不 等 
式 (4.2) 的 函数 , 必 满 足以 .x (r) 代 .NM (7) 而 得 的 不 等 式 ， 此 外 ， 
不 难 证 明 ， 以 .x (r) REAO), 还 可 得 到 类 似 于 定理 1.7 和 不 
等 式 (4.2) 的 关于 调和 函数 .次 调和 函数 的 另 一 个 特征 (参看 Rado 
[1). 

。 8&8 ， 


eet! 


有 en. vo 


E 


5.2 对 于 无 界 域 上 的 调和 (解析 ) 函数 ， 最 天 值 原理 (如 推论 
1.3) 所 述 ) 还 有 一 些 推广 ， 这些 结果 可 一 般 地 描述 如 下 : 设 给 定 一 
个 闭 无 界 域 CB 上 的 连续 函数 ， 它 在 6 内 调和 . 如果 在 自 变 
量 增长 ( 当 wE8 并 趋向 0) 时 ,该 函数 满足 某 些 弱 的 限制 ， 而 在 
E 的 边界 上 满足 较 强 的 条 件 ( 常 常 假 定 函 数 在 82 丈 -如 上 有 


Fe), WK BER E 上 就 满足 这 些 较 强 的 条 人 忻 . 这 样 的 结果 


称 为 Phragmén-Lindelof 定理 . HEW 1.15 是 其 中 一 个 特别 简单 
HAT. 下 面 是 Phragmén-Lindelöf 定理 的 一 个 相当 一 般 的 例 
F, Rut Bh 中 调和 和 , 在 EH EU ,小 连续 , 并 且 对 一 切 

a>0, 在 每 一 带 状 区 域 S={@,y) € Err O<y<yos A, Aul, y) 
=0(6%"!) (4 |w] 一 吕 )， 此 外 ， 著 再 满足 ww, y) =0(y) (4 y> 
co), 则 

(a)“ 对 一 切 we H,, u(w,0)<A<o0' Hf &“H— YJ (w, yE 
Ein, Ua, y) <A”; 

(b)“ 对 一 切 5E H,, ula, 0) SB>— co AA RMU (2, y) 
€ Biri, ua, y) >B”; 

(0)“ 对 一 切 cE H,, (ulw, 0)|<O< co 蕴含 "对 一 切 w, y) 
E Er. uls, y) |<O”, 

为 证 明 ( 比 如 说 ) (b), 我 们 可 以 假定 B=0( 一 般 情况 下 的 结果 
可 由 考虑 函数 ulw, y) - 吾 而 化 为 了 =-0 的 情况 ). ME >, + 
g(a, y)=sin (a/n (y+8)) TI coshamx， 则 g 是 Eni 上 的 调和 
函数 ( 见 本 章 开 始 时 之 例 (6))， 我 们 若 能 证 明 ， 对 每 个 男 定 的 e> 
0, n>0, Æ Brna EA ule, y) 十 sy 十 n9(w, y) >0, W (b) 即 可 获 
证 . 而 根据 最 小 值 原 理 知道 ， 只 需 证 明 对 一 切 充分 大 的 Al yo, 
在 柱 形 {(z,， EB le <N, 0Xy<y} 的 边界 上 该 不 等 
式 成 立即 可 .选取 a>0 和 65>0, a<a'/n (yt), 于 是 
sin (gs n (y+5)) 是 正 值 , HY O<y<yo 时 有 非 零下 界 , 并且 


I] coshaa,=2-" [] et% =27" exp la > jaxl} 
kal kewl 1 
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>22 "oexpt{ala|}. . 
由 此 佑 计 式 连同 uw, y) =o) Hl ea, y) = oC) 的 假设 ,就 推 
出 所 要 的 不 等 式 对 lel SN ( 当 六 充分 大 ) 和 0<y<yo， 有 
ua, y+eytng(e, y>0, 我 们 可 以 适当 减 小 6 而 选 出 足够 大 
的 yo, 从 而 推出 CD)， 对 一 应 用 (bp) 可 得 (a), 综合 两 首 显 然 推出 
(0), 

5.3 我们 曾 证 明 ( 见 引 理 2.6 和 不 等 式 (4.8))， Bh EW 
一 个 ( 非 负 ) 次 调和 函数 s， 若 对 一 切 y>>0 MHA pHl RE 
sC, Dls, Wise, Pl.=-O(y"”). RNR, 作为 这 一 事 
实 的 推论 还 可 有 更 一 般 的 结果 : 当 g>p 时 , Is, wWla= 
Co 9)， 为 证 明 这 一 点 ,我 们 注意 到 ， 

| Ese, Deao=-|。，E(e, y)IP s(a, y)] do 
<s, y) [EPPK ATy "er, 
对 上 式 开 9 次 方 , 便 得 欲 证 之 不 等 式 . 

5.4 定理 3.19 和 3.24 表明 ,在 边界 上 非 切 向 收敛 的 概念 是 
根本 性 的 ,这 可 由 处 理 单位 圆 盘 上 函数 的 下 述 两 个 结果 来 说 明 ( 借 
助 保 形 映射 可 得 上 半 平 面 的 类 似 结果 ). 

GQ) 设 Oo 是 过 点 z=1 的 简单 封闭 曲线 ， 它 的 其 余 点 佛 含 于 
单位 图 K={z—e+dy; |z] 一 二 的 内 部 ， 再 设 Oo 与 单位 图 在 点 1 
处 相 切 ， 且 Ce 是 Oo 绕 原 点 旋转 0 和 角 而 得 之 曲线 .那么 , 存在 一 
ME MFEK 内 部 的 有 界 解析 函数 F, 使 得 对 几乎 一 切 9， 当 z 在 
Oo 内 部 趋向 e* 时 , FO) 没有 极限 (参看 Zygmund [1], Vol. T, 
p. 280), 

(ii) 设 人 是 定义 在 单位 圆 K 内 部 的 连续 函数 , 召 是 下 中 的 
BAS, 那么， 存在 一 个 定义 在 KK 内 部 的 解析 函数 也 , 使 得 当 
KWCH, Fs 

lim{? (ve) —G (ve) } =0 
($4 Zyemund[1], Vol. IT, p. 204). 

由 于 五 可 以 有 测度 27, 所 以 ,， EAR, HK 的 几乎 一 
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切 点 上 ,解析 函数 的 径 疝 性 质 不 比 连续 函数 更 好 ， 例 如 , 解析 函数 
£ 可 以 治 几 乎 每 一 条 半径 趋 二 0， 而 不 恒 等 于 0， 然而 ,一 个 解析 
KA, FEK 的 一 个 正 测度 子 集 上 有 非 切 向 极限 0， 则 它 必定 恒 
等 于 0 (H, Zygmund[1], Vol. IL, p. 203). 此 外 ,一 个 解析 函数 
可 以 在 几乎 每 条 半径 上 有 界 ( 虽 然 明显 地 非 一 致 ), 但 仍 可 以 在 下 
的 几乎 一 切 点 上 没有 径 向 极限 . 

5.5 定理 3.19 有 若干 推广 ， Carleson( 见 [1]) 曾 指出 , 如 果 
(KE WARKA u A S 的 每 个 点 上 有 非 切 向 下 界 或 上 界 ， 则 定理 
3.19 的 结论 仍 成 立 、 在 二 维 情形 中 , 可 以 借助 保 形 映射 将 这 一 结 
果 很 容易 地 推广 到 比 上 半 平 面 更 一 般 的 区 域 上 ，Hunt 和 
W heeden( 见 [1) 已 经 就 高 维 情形 ， 对 边界 满足 Lipschitz 条 件 的 
KR D 得 到 一 个 类 似 的 推广 他们 证 明了 ， 若 在 这 样 的 区 域 
2 内 调和 , EICI? 具有 性 质 : 对 每 个 9€8, 存在 一 个 以 9 为 顶 
点 并 在 D 的 外 部 的 开 锥 , Bt CES, 在 以 9g 为 顶点 的 截 锥 
内 有 下 界 ( 或 上 界 ). 那么 ， 在 S 的 每 一 点 上 (可 能 要 除 掉 一 个 调 
和 测度 为 零 的 集 ) ,有 有 限 非 切 向 极限 . 

5.6 对 引 理 3.3 的 证 明 略 加 修改 ,我 们 可 得 下 述 密切 相关 的 
结果 : 设 有 界 子 集 PCE 的 每 个 点 m， 均 对 应 一 个 以 z 为 心 的 非 
空 开 球 So, 则 存在 其 中 的 可 数 开 球 族 {S6,} BF, HERA oe 
E, 属于 族 中 的 至 多 m PIR (a, 仅 依赖 于 维 数 . 事实 上 能 证 明 ， 
An 可 选 作 3"). 利用 这 一 结果 , 可 将 定理 3.4 推 广 为 : Bev, v 是 
E, 上 两 个 非 负 有 限 Borel 测度 ， 令 p(x) 一 sup {v1(Ge)/va(Se)}, 
此 处 上 确 界 是 对 一 切 以 zwEB, 为 心 的 开 球 S56 来 取 的 ( 当 vws 是 


Sy 
Lebesgue 测度 ， 且 对 某 个 可 积 函 数 f, (82) 一 | fF Rt, oR 


£ 


Hardy-Littlewood 极 大 函数 m). WA, X Fe={0E€ Hy p(a)> 
s>0}, 有 val Fs) Sawi (Enst. 由 此 可 以 证 明 va Xt vo 可 微 , BP, 
在 一 个 ”2 测度 为 零 的 集 外 的 一 切 sE E, E, lim {v1 (Se) /va (S) } 
=f) 存在 ， 这 里 极限 是 对 以 z 为 心 、 半 径 趋 于 0 的 球 来 取 的 ， 
MER v1 KT vs 分 解 成 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 ， 则 前 者 的 
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Redon-Nikodym 导数 几乎 处 处 等 十 fw) (仍然 关于 va). BU, 
我 们 指出 , 当 其 它 的 几何 图 形 被 允许 代 替 球 时 , 这 些 结论 依然 成 立 
(参看 Cotlar[i], pp. 126-127). 

5.7 在 定理 3.22 和 推论 3.23 中 , 我 们 假定 了 1< p<oo .在 
定理 3.22 证明 的 末尾 ， 又 讨论 了 2= oo 的 情形 . 在 那里 我 们 指 
出 , 这 种 情形 的 结果 可 以 用 类 似 的 推理 来 证 明 . 但 p=1 的 情形 却 
完全 不 同 ; 我 们 可 以 证 明 , FE Pp wR SEL Le), Win, BBX 
几乎 一 切 %= (x3, wo) E Ha, 当 £1, eo 0 时 ， 其 累 次 Poisson 积分 

Ulti, 81, Ba, Ba) 

-| | f(@i—ts, wa— ta) P (tr, 81) P(ts, €a) dts dta 
不 收敛 于 fle, sa) (参见 Jessen, Marcinkiewioz 和 ygmund 
I. 他们 讨论 的 是 单位 加 上 的 累 次 Poisson 积分 ， 那里 的 证 明 
可 以 修改 成 为 包含 我 们 这 里 所 讨论 的 情形 )， 还 可 参看 第 三 章 
(6.6) #1 (6.8), 

5.8 从 我 们 对 次 调和 洱 数 的 讨论 中 容易 看 出 ,车 s 有 连续 二 
阶 偏 导数 ， 则 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 ，(D s 次 调和 ， Gi) 8 之 0; 
Gii) FR BAAR, HAA s 的 定义 域 中 , 4 在 A LE, 
在 多 中 调和 ,并 在 边界 OP =H- RLH E us, WE RLAUS 
8《〈 见 定理 (4.5)， 有 车 于 种 方式 来 推广 这 一 结果 , 我 们 仅 赂 述 其 中 
与 处 理 缓 变 广 义 函 数 ( 见 本 书 第 一 章 § 83) 有 密切 关系 的 一 种 推广 ， 
定义 在 某 区域 D 上 的 连续 函数 。 WME Om 中 非 负 的 且 在 刀 内 


共有 紧 支 集 的 函数 都 满足 | s 4p>0， 我 们 就 称 * 有 非 负 广义 


Laplace 变换 (利用 分 部 积分 可 知 ， 若 有 连续 二 阶 偏 导数 ， 则 8 
有 非 负 广 义 Laplace 变换 等 价 于 上 述 之 G)， 首先 , 我们 证 明 这 
样 的 函数 s 是 次 调和 的 .为 此 我 们 证 明 s 满 足 平均 值 不 等 式 
(4. 约 ， 根 据 第 >_ 章 定理 1.25， 只 需 对 每 个 函数 

so) 一 | ,spe i) di 
(处 处 有 定义 ) 证 明 (4.2) 即 可 ,此 处 gp 是 O° 中 非 负 并 具有 紧 支 集 
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的 函数 ， AMA 1, e>0 充分 小 ， 由 定理 4.3 知 ， 当 As.0 
时 , 这 是 正确 的 . MERAM ESAF], s Abo, Hb 


是 任意 OM 中 的 非 负 且 上 共有 紧 支 集 ( 含 于 DD 中 ) 的 函数 。 选 8 二 0 
足够 小 ,并 将 由 的 支 集 选 在 也 的 适 4A TRA, EA 


J, sab =|, 8A Gump) 0 


(9 表示 9 的 反射 ,其 定义 写 在 第 一 章 等 式 (3.12) 之 前 )》， 这 表明 ， 
S 是 次 调和 的 , 定理 4.5 告诉 我 们 , OD 又 推出 调和 控制 性 质 Gii). 
而 后 者 又 立即 推出 平均 值 不 等 式 (4.2)。， 假定 s 满足 平均 值 不 等 
A (4.2)， 我 们 来 证 明 它 有 非 负 广义 Laplace 变换 . 设 有 以 0 为 
心 、 以 5 为 半径 的 球 , 令 其 上 的 特征 函数 除 以 2.5" 后 所 得 的 函数 为 
n. BBA, (4.2) 可 以 表示 为 不 等 式 <m., 于 是 ,对 一 切 OP 中 


非 负 的 且 在 刀 内 具有 紧 支 集 的 9, 有 | sp<| (sumo, RE tr 
地 有 


| SCmTexO 一 0) >Ù, 


但 在 5-0 时 , {xp 一 0} /52 趋 于 一 个 正 的 常数 乘 以 4p， 所 以 


Í, s dp=0, 


文献 注释 

Kellog [1] 是 关于 三 个 变量 调和 济 数 理论 的 综合 课本 .对 一 般 % 维 情 
形 的 更 新 的 论述 可 参看 Brolot [1]. Poisson 积分 的 特征 是 -古典 结果 ， à 
里 采用 的 证 明 与 证 明 三 角 级 数 的 Cesiro, Abel 平均 的 特征 没有 多 少 差别 ， 
们 可 在 Zygmund [1] 第 三 章 中 看 到 ， 定理 3.10 和 不 等 式 (3.18) 是 4 Hardy 
和 Littlewood [1] BHF BA bas Sc Poisson 积分 的 相 应 结果 在 
上 半空 间 的 推广 . 对 此 及 其 变型 可 参看 K. T. Smith [1]. 定理 3.19 和 3.24 
应 归于 Calderén. 一 维 的 极 大 函数 是 由 liardy 与 Littlewood [1] 首先 引进 
的 ， 由 Wiener [2] 推广 到 多 变量 的 。 这 旦 用 到 的 与 发 盖 引 理 有 关 的 内 容 可 
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和 参看 Wiener [2], Marcinkiewicz 和 Zygmund [1], Besicovitch [2], Cotlar 


[1] % de Guzmán [1]. 定理 3.12 与 Cotlar [1] 的 结果 密切 相关 一 个 较 


旱 且 更 一 般 的 结果 归于 Banach [1]. 关于 两 个 变量 的 次 调和 函数 理论 的 综 
合 论述 可 见 Rado [1]. 定理 4.6 可 在 Stein 和 G. Weiss [1] 中 找到 ， 关于 
积 


只 分 的 强 可 微 性 的 更 完整 的 讲述 可 参看 Saks [1]. 
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第 三 章 管 上 的 HW 空间 理论 


为 了 保证 定义 在 上 半 平 面 的 调和 函数 有 边界 值 ， 须 得 对 它们 
加 些 较 强 的 条 件 , 前 一 章 的 第 2.3 节 讨论 的 就 是 这 种 情况 然而， 
如 果 我 们 考虑 的 是 满足 某 些 偏 微分 方程 的 调和 函数 系 ( 例 如 ,满足 
Cauchy-Riemann 方程 的 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 所 组 成 的 范 数 
系 ), 那么 , 较 弱 的 条 件 就 足以 保证 边界 值 的 存在 了 .在 本 章 第 1 
节 将 较为 详细 地 讨论 这 些 事实 ， 而 本 章 其 余 各 节 将 用 于 讨论 定义 
在 管 上 的 全 纯 函 数 ， 这 些 管 形 区 域 可 能 是 研究 多 复 变 量 全 纯 函 数 
与 Fourier 分 析 之 间 关 系 的 一 个 最 自然 的 区 域 . 在 第 2 节 , 我 们 
要 研究 这 种 函数 的 A 空间 理论 ; 在 第 3 节 , 我 们 将 考察 这 种 空间 
的 一 个 重要 的 特殊 情形 , 其 基 为 锥 的 那 种 管 上 的 A? 空间 ; ERS 
节 ， 我 们 将 得 到 这 些 结果 的 一 个 推论 Paley-Wiener 定理 对 
多 变量 情形 的 推广 ; 在 第 5 节 中 , 我 们 研究 管 域 上 更 一 般 的 AS 
间 ， 我 们 把 这 种 空间 的 问题 转 亿 成 其 基 为 某 些 特殊 锥 的 那 种 管 上 
的 问题 来 研究 . 


f $1 i 言 


在 前 一 章 我 们 已 经 看 到 ( 见 定理 2.1), 如 何 从 PCE ASPs 
oo0) 中 函数 了 的 Poisson 积分 得 出 一 个 定义 在 Biii 上 且 对 一 切 
y>O mE AE | 
(1.1) | [uw, y) |? des A’ < o 
KAM meu, 其 中 Alf MA, 对 几乎 一 切 2E #,, uw, y) 
非 切 向 收敛 于 f(w)( 见 定理 3.16), | 

前 一 章 的 定理 2.5 告诉 我 们 ; (1 .1 型 的 不 等 式 刻 划 了 五 w+ 上 
调和 函数 是 一 个 Poisson 积分 的 特征 ， 从 而 推出 非 切 向 边界 值 前 
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存在 性 ， 可 以 证 明 ， 上 面 这 些 结果 在 下 述 意 义 下 是 最 好 的 ， 若 
0<p< 二 1， 不 等 式 (1.1) 就 个 再 能 推出 在 y 一 0 时 非 切 向 边界 值 的 
存在 性 ,也 就 是 说 ,对 每 个 p, 0<p<1, 存在 一 个 调和 函数 , 它 满足 
(1.1), BÆ Etn 的 边界 Bs 上 不 能 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 ， 

对 于 %=1 ei, 如果 代替 调和 函数 而 考虑 解析 函数 ,那么 情 
况 就 大 不 相同 了 ， 比 如 说 , 设 了 (z) = 二 了 (zw 十 六 ) 对 y>0 是 全 纯 的 
《 即 在 上 半 平 商 es 中 是 全 纯 的 ), 并 且 对 p> O 满足 


(1.2) |__ [F@-+iy) "dex Ar<oo, y>0, 


那么 , 如果? 非 切 向 趋 于 ©, 则 极限 Lim F (2) =F Co) LP ag A 


5E( 一 co，co) 存 在 ， 我 们 把 定义 在 HT 上 , 并 对 某 个 常数 4 二 oo 
满足 \I.2) 的 爹 体 全 纯 函 数 的 类 记 作 H =H? Et). 较为 熟悉 的 
fi Gi A D= {26 Ez |z| <1} 相应 的 五? 空间 , 它 由 这 样 的 
解析 函数 妈 组 成 ;在 刀 中 ,到 满足 


(1.3) | |P (re?) [P9 AP < 00, 0<r<i, 


这 样 的 万 ， 也 几乎 对 每 个 96E [一 mw，w]， 有 非 切 向 极限 F (0) #7 
E. 此外, 在 吾 ?(B#) 和 五 ?(D) 两 种 情形 中 , 了 Cw) 和 了 (le*) 还 部 
是 依 “ 范 数 RP, BN, 4 FC APC ES) it, 有 


(1.4) lim | |F (a-+-iy) — F (a) |?de=0, 
而 当 FEA (Di, A 
(1.4’) lim | | F (ve) — P(e) |? d0 =0, 


我 们 打算 把 这 些 概念 和 结论 推广 到 高 维 情形 . 在 推广 过 程 中 ， 


会 歇 到 多 种 根本 不 同 的 办 法 .一 种 涉及 到 多 复 变 函数 理论 的 办 法 


fi, Q BEE WATE, 则 以 BARGE Ts 是 使 YE 加 的 一 切 
z= (Z4, oe, Zn) = (Hi + iy, see, Tat IYn) =v +iy EC, (=n È R k 
KEKERE. Rim, B? 是 Ci PL B={y€ E; y>0} 为 基 的 
. $6 。 


管 。 对 于 定义 在 管 TPs LW SMR PY, RAE - PERAK 
00, 使 得 对 一 切 YE 了 ,有 


(1.5) |, |F (x-i ?dr A’, p>0, 


就 称 卫 属于 空间 A= Ty), 这 显然 推广 了 空间 HES ) 的 定 
QM. RMEL FC H (Ts) 的 范 数 171 为 使 (1. 钙 成立 的 4 的 最 
小 值 . 

”“ 另 一 种 推广 办 法 是 由 于 观察 到 “ 单 复 变 函 数 Put ERE 
通 区 域 上 是 解析 的 ， 当 且 仅 当 (%, wW ARR SO — AAR Re 
梯度 ”而 引出 来 的 。 对 于 一 个 定义 在 En 中 某 个 区 域 上 的 向 量 值 函 
He F = Quy, © … Un)， 如 果 它 是 该 区 域 LANE 1 函数 的 梯度 ,我 


们 就 可 以 认为 它 是 “推广 了 的 解析 函数 ”更 一 般 地 , 我 们 考察 定 
义 在 区 域 DCH, 上 , 旦 满足 偏 微分 方程 f 
(1.6) 1 Oj _g 2u U i j=l, 2, n 


=] Ox; ? Ox; On; 7 

的 向 量 值 函 数 P= (wu Ua, or, Un), 上 述 条 件 也 可 以 写成 下 述 
ÉA: 
(1.6) div F =0, curl F = 0. 
我 们 注意 到 ， 从 第 二 个 条 件 可 推 知 , F ED 的 单 连通 子 域 上 是 革 
函数 的 梯度 ， 而 第 一 个 条 件 则 保证 是 调和 的 当 n=2 时 ， 
(1.6) 就 是 Cauchy-Riemann FÆ., WAY, t4 十 li 是 201 tita 
的 解析 函数 ， MRP ERE BL. 上 的 这 种 序数 ， 并且 存在 
一 个 常数 4< co, 使 得 对 一 切 y>0, 有 
QD f, IFC, yirda=[ (i wle, pdea », 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 空间 EENZELNE. | 

D 我 们 说 一 个 定义 在 DCC, FURRER RH, MENET A a= (a), +++, A) € 

D, 存在 一 个 多 重 圆 盘 {2= (21, +) Wn) E Co lael <r e Len al < 


Ti CD EBERL, FTW Pea a RRR: En 
P@)= | È o Arg, (21 ~ (By Bn) 


2) RHE, a. 7) 中 所 论 及 的 是 nr 个 变量 的 调和 级 数 ， 其 中 Y = Tanti, 
» JT 


这 一 章 , 我们 只 研究 管 上 的 A 空间 ， 至 于 第 二 种 推广 ,我 们 
将 在 第 六 章 中 讨论 . | 
§2 JA? 空间 理论 

Bue E, 的 一 个 连通 开 子 集 B, 我 们 来 研究 空间 HT). R 
构造 出 这 个 空间 的 函数 并 不 困难 .事实 上 , 设 了 是 一 个 函数 , 它 满 
足 条 件 : 

CD mp, | FP tt ar<at<oo, 

Wemotty, et nt teeta te tzt 我 们 将 证 明 ， 当 y 被 限制 
E BN —-P RFBS PH, [etf | =en) | 被 一 个 可 积 
函数 所 控制 ， 于 是 就 可 得 知 

(2.2) | HOF l RTO 

定义 了 Ts LA-A RA. / 

为 此 ,我 们 仅 需 证 明 , 0t] f) | 在 任意 一 点 yoEB 的 一 个 
邻 域 中 被 一 个 可 积 函 数控 制 ， 由 于 B 是 开 的 ,显然 存在 yo 的 邻 域 
NCB, 并 且 对 yEN 有 a 

| f (t) | Ag Amyeto Ar yy) A? 
我 们 将 E, 分 解 成 有 限 多 个 互 不 相交 的 多 角 锥 1, To, -, De 
并 , 它们 的 顶点 都 在 原点 0, 且 对 同一 锥 中 的 任何 二 点 v w, 线段 
Ov 与 0w 之 间 的 严 角 小 于 (比如 说 )m/4 因 六 是 的 一 个 邻 域 ， 
所 以 存在 >O, 使 得 {ys ly—yo|<S}CN, 4 a= 一 4x6/~M 2 ,并 选 
y, 使 (oo 一 人 ED |y 一 yo| =3, BA, 24 ET; HH, elt|<-— say 
Yo)t, 由 此 ,得 


| f LF CE) Potrete tdt j, lf (4) | 2g-dave-ty- Sey ve) tt AD 
| lf) | 0 trye tgrt at -5f | f (t) | Ag ATY tost dt<hA? <o, 


. PB。 


所 以 ， 人 | fC) |e™ Fw vert gt s/t! at 
=| (IFE) | e/g ryot) C/O t! dt 


1/2 1/2 
` 13,8 „oity! ~(e/2) t- 
<(| | fC) | Pe e dt) (|. e dt) <, 
由 此 , 当 g 位 于 以 yo 为 心 、 以 s8z 为 半径 的 球 中 时 ， 


FO lets |F C) eseten, 
ERAN t RARA a. 
直接 应 用 Plancherel 定理 便 知 , 对 于 YE 了 3， 有 


|, |FG@-tiy) Pde=| | f(t) le dic d?<co, 


于 是 , (2.2) Ee CARO A F (o) RP APs), KERE, HCT r) 
空间 上 函数 的 基本 表示 定理 指出 ， 所 有 这 些 函 数 都 有 (2.2) 的 形 
式 ， 即 ， | 

定理 2.8 F RT A(T.) 4AM CRM (2.2) 的 形式 ， 
其 中 了 EWE 2.1) oh He. 

我 们 首先 介绍 定理 的 几 个 推论 , 以 此 来 说 明定 理 的 重要 性 ,而 
把 定理 的 证 明 放 到 本 节 末 尾 . 

A BCE, SR RI B KGE, DR BAR B 的 最 小 凸 集 . 
RAAH, B 是 由 一 切 有 限 和 式 C= hw 组 成 , 其 中 ,之 和 = 
W20,%€B, BERTA, 4 BAAR, W B RAR, FA 
推论 表明 ,我 们 还 可 以 只 限于 讨论 基 B 是 西 的 ， | 

推论 2.4 BREA (Ts), WRA2.2) 3 —-W c€T a 都 有 
定义 , 它 给 出 了 一 个 H Ts) FAA eA A A. 

证 明 ”首先 ,由 Plancherel 定理 和 定理 2.3 推出 ， 


@5) Ph-sp(], | f@ [erat] 


& 8-fysz |, s@peerasirish. 


显然 BCAS， 我 们 只 需 证 明 & 是 凸 集 即 可 .于 是 我 们 假设 V Ay” 
BTS, By=ay’+(l-a)y”, O<a<l, 利用 不 等 式 wv “< 
» O99. 。 


ov 十 (1 一 o)v( 对 任意 两 个 非 负 数 以 wv 成 立 ), 得 到 
f, FO Perr ae 


-| | f(t) t 4 (1 dt 
=| SO lee) F@ Peery di 


<a} [fÆ Perdi (La) | fC) eee a 
<IF Ie 
所 以 有 2E8， 这 说 明 8 是 凸 集 . 推论 证 毕 . ] 
从 现在 起 ,我 们 假定 基 了 是 凸 集 , 也 是 开 集 
O HERG ETa) 含有 不 恒 为 0 的 函数 的 充分 必要 条 位 是 ， 
不 食 整 条 直线 . 
证 明 假设 如 包含 由 点 y=&47+5, 一 co<z<co， 组 成 的 直 
A. WN Go) JÈ to Æ B, 中 的 球形 邻 域 , 有 在 其 中 5 在 0 点 以 外 
为 有 界 ， 那 么 , 对 在 该 直线 上 的 y、 FEET) URW E2.2)M 
(2. 了 D 的 了 (J 的 存在 性 由 定理 2.3 保证 ), 有 


7 a>] | f(t) [Pe A" dt 


t —47(a-t) -4n (b. t) dt. 
>f | FCE) Peereoer 


但 由 于 可 以 在 实 直 线 上 任意 选择 ， a i ap BE ote D 在 NG) 
中 随意 地 大 ， 这 就 说 明 ,在 N (to) 中 几乎 处 处 有 f(t) =0. 推论 的 
第 -一 部 份 得 证 . 

为 了 证 明 ,车 BB 不 会 直线 , 则 Cs) Yee PHO, ,我 们 首先 
注意 到 , 当 BREER, DEE THOT AS BRAS 
ERER”. AHATEEN). RRE, H (Tr 
实 含有 了 去 0， 从 而 就 得 出 推论 2.6 成 立 ，]】 

鉴于 一 维 的 情形 ,我 们 对 管 Ts 上 H? 空间 理论 所 期 待 的 核心 
He, 车 yo 是 B 的 边界 点 , 那么 极限 

3) 在 后 面 (6.45) 中 ,我 们 粗略 地 证 明 这 个 几何 事实 。 
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(2.#) FP (a+iyo) = lim F(#+éy) 
是 否 存在 ? 若 存在 , 是 在 什么 意义 下 ? OO 
我 们 可 以 给 这 个 问题 一 个 肯定 的 、 但 不 完全 满意 的 回答 . 家 
先 , 若 y Æ B WARA, H Fatou 引 理 和 (2.5) 知 ， 
f, O [Peters | FE 


那么 ， 由 于 fe->YYe!t 是 天 (五 中 的 函数 ， 我 们 就 可 以 对 它 做 
Fourier 逆 变 换 ,从 而 把 积分 (2.2) 的 定义 推广 到 z=w 十 yo。 也 就 
是 说 ,我 们 形式 上 得 到 了 一 个 对 几乎 处 处 有 定义 的 z 的 函数 . 
(2.8) Potiyo) 一 | etm f(t) a. 


在 这 种 意义 上 说 ， 我 们 可 以 把 (2.7) 中 的 极限 赋予 下 述 含义 ， 做 
P,=F(-+éy) Fourier 变换 并 取 极 限 ， 再 做 Fourier a MR. 

如 同 在 一 维 情形 那样 ,我们 不 无 理由 期 望 , 当 wyE€B 而 趋向 yo 
By, F (wet dy) RFE ILE ALAR w, REL PRA (e+ tye). 
但 是 , 我 们 现在 要 证 明 , 一 般 来 说 并 非 如 此 . 

设 1 是 中 的 一 条 直线 ，yi 是 线 外 一 点 . 的 方程 可 以 写作 
yor-R Hho 是 固定 向 量 , 6 是 固定 实数 ， ABA, Bs 被 分 成 二 个 
互 不 相交 揭 半 空间 ， 一 切 使 ya>B8 的 y 的 集合 和 一 切 使 ya<B 
的 y 的 集合 ， 假 设 y 属于 前 者 , 则 双 复 变 元 z= (a, %) = (ti) 
的 函数 G(z) 一 exp {一 ip(z*a 一 iB)} (o> 0) 满足 条 件 ，|G(z)| = 
exp {e(y-a—B)}, 4 y 位 于 1 上 时 ,|G(2)| =L WERE y WE 
空间 中 的 y, 有 19(z)|<1; 如 果 y 一 yy, WIEG@)|=N>1, #e 
选 得 足够 大 , 就 可 使 得 上 述 之 六 任意 大 ， 此外， 如 果 eK-otiy BW 
fe (yis—y) a0, W |G@) |<, 

现在 , 设 B E E 的 上 半 平 面 中 的 一 个 圆 盘 , H 0 点 在 其 边界 
上 .在 B 的 边界 上 取 收 敛 于 0 的 序列 {yx}. 对 每 一 yr, 做 直线 r, 
交 B 的 边界 于 yr 的 两 侧 ， 则 两 交点 间 含 yr HREM Sa I E 
成 一 个 扇形 ， 记 由 此 构成 的 伴随 扇形 序列 为 {cx}. 我 们 进一步 假 
定 政 与 狗 很 接近 ， 使 得 各 orx 互 不 相交 (如 图 ); WAL BAT B 
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Ey 的 切线 ， 于 是 对 每 个 ,我 们 可 以 构造 一 个 在 前 段 中 所 描述 
过 的 函数 Gr, 满足 

(i) GLC. 中 解析 ; 

(ii) |G. (e+iy) | MRR Ty; 

(iii) A#z2E7T,-T.,, WM 

| Gi. (z) | <1, 
(iv) 
1G. (a@t+tyx) | =1+2"°7=N,, 
H4 cE7., 时 , |G.) |<Ne. 于 是 
我 们 定义 函数 
F (2) = $) 2° (2), 


WR CTs, WA, 它 要 么 就 严格 地 
属于 之 一 ， 比 如 说 ,zELo， 要 
么 就 根本 不 属于 它们 ， 对 前 一 种 情形 , 由 (这 ) 及 (iv) 的 后 部 ,我 们 
有 


FOI <5 at (244) + SY mB, 
而 对 后 一 种 情形 , 有 
[F WI<D 2 
RU FEH” (Ts). H k=l, 2, …， BGI ACV), 我 们 可 以 


找到 与 gr 充分 接近 的 点 yk Con, 使 得 (Getin) |>>Ns 一 1， 于 是 
| P(atiy,) | >27*| Gy (a+iy:) | 一 =? G(s dy) | 


>2-*(N;,—1) -22 J>4—1=3, 
这 说 明 , 如 果 我 们 在 一 切 扇形 ox 之 外 , 取 趋 向 于 边界 点 0 的 序列 ， 
那么 对 该 序列 的 每 个 % 有 |F (atiy) | <1, 另 一 方面 , lim y; 一 0， 
H |F(e+iyl)|>8, KREM, WHE — oE Ba, 点 态 极限 
lim > F (æ+iy) 
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不 存在 . 

”为 了 给 出 瑟 2(Tp) 的 一 个 尚 数 的 例子 以 说 明 当 gy Ze B EN 
地 趋向 0 时 , 它 没 有 按 L? si 我 们 只 需 对 BOB 去 找 出 
一 个 函数 GEH2CTp), 使 得 GCz-Fi0) =G) #0, 再 将 它 乘 以 刚 
才 所 得 的 F 即 可 ， 这 时 ,车 yy, 一 1，2,…, 出 


|, P(t)G w-+iy) a>9 | |GGa+iy) las, 
而 当 yE B 且 不 属于 任何 一 个 ox 时 ， / 
f |F (æ+iy)@(s+iy) |? da< | |G (w+iy) | *dar, 
因此 , 按 I 范 数 的 极限 
im, F (a-+éy)G (e+ ty) 
不 存在 ， 对 z= (t,t) = (etips satiy), y>- >, y> E, 


G (2) =1/(144) Gt) RERA- ABT. BREESE 
Tp(BC B') 上 有 定义 并 解析 ,此 外 还 有 


|. |G (a+ty) | dax 


-| 全 1 : dx 1dx, 
co} -= |@y+4(yYi-+1) |*|ae+4(yet+1) [7 


Fit, GC H3(Ts). E 
然而， 如 果 我 们 取 特 殊 的 B， 就 可 以 得 到 趋向 边界 点 时 的 到 
极限 .我 们 把 E. 的 一 个 有 限 子 集 的 凸 包 的 内 部 定义 为 一 个 开 多 
Hk, FRNA, 特别 地 , 当 B 是 开 多 面体 时 , 在 B 的 每 个 
边界 点 上 , (2.7) 接 I 范 数 的 极限 都 存在 
推论 2.9 HPL, HAREN, A F EHT). m 
果 按 (2.8) K F ERAR Tr 上 ， 则 从 了 到 CE) 的 映射 y > 
Paty) RESIN. 
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证 明 HG Vliancherel EM, RA F uE W RH y+ 
f@er' 是 连续 的 RPRAR 集 iy, Ya oo WICH 
包 . © 


GO -Bef DL, 


BR, BHAGCHAHLDE. TH, 对 每 个 yer, 它 控制 着 
ervwt| F(t) 12. 这 是 因为 ,车 yEP, IA y= ayit aayat +H AY, 
其 中 o 是 非 负 数 , 且 其 和 为 1， 这 就 推出 


it 
—4ry-t 一 —4 ef } 
6 oxp| m (yt) 


-J (oP) < Po. 
现在 ,对 于 y, JEP, yoy, RIEA 
| Qe vt flt)e "7:|? -> 0; 

AEE BR AG) BH. FFL TE 2.9 便 由 Lebesgue 控制 
Wee EAS.) 

推论 2.10 设 B 是 妃 , 的 一 个 开 凸 子 集 , yo 是 它 的 一 个 边界 
点 .假定 EH?(Tsp), 又 了 是 含 于 B 中 、 并 以 wo 为 边界 点 的 开 
多 面体 , W4 y Æ PARRA T yh, Fat DF ERAT 
F (a+ iyo), 此 处 F (w+ tyo) 是 按 (2.8) 定 义 的 . 

由 于 H?2(Tx) CH? (Tp), MUER 2.10 恰好 是 推论 2.9 的 
特殊 情形 . 

不 难看 出 ， 我 们 刚才 给 出 的 反例 可 以 按 这 种 方式 修改 成 对 非 
多 角形 边界 点 的 每 个 边界 点 都 适用 ， 这 里 ， 多 角形 边界 点 gp 指 的 
是 组 成 召 的 边界 9B 的 两 直线 节 的 交点 (并 不 排除 两 个 线 节 在 目 
一 直线 上 的 可 能 性 ， 不 过 , 在 这 种 情形 , vo 一 定 在 边界 OB 的 一 个 
线 节 的 内 部 )， 若 yo 不 是 多 角形 边界 点 ,那么 由 了 的 凸 性 ,我们 可 
以 在 OB 上 找到 一 个 收敛 于 yo 的 序列 {yy}, 使 得 开 线 节 yjyo 位 于 
B 的 内 部 . 这 就 使 我 们 能 够 找到 一 个 互 不 相交 的 扇形 序列 {ox}, 
该 序列 有 伴随 解析 函数 序列 {Gx}， 且 如 同 在 前 面 反 例 中 一 样 ， 由 
{Gx} 我 们 可 以 构造 函数 好。 由 此 , 再 用 推论 2.9, 就 得 到 (2.7) 在 
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二 维 情形 按 ze 意义 极限 存在 的 充分 必要 条 件 . 
定理 2.11 车 B 是 如 ,的 开 是 子 集 ,yo€9B， 则 对 每 个 也 € 
APT's), 4 AMY yo 是 B 的 多 角形 边界 点 时 ,极限 | 
im. „F (atiy) =F (æ+ iyo) 


在 [7 中 存在 . 
一 般 说 来 , 如 果 (2.7) 的 极限 存在 (在 L h, 或 几乎 处 处 ,或 在 | 
有 2 中,…)， 我 们 将 称 之 为 非 限制 极限 (在 I H, 或 几乎 处 处 , 或 
在 中,…)， 如 果 当 y 在 B 内 的 一 个 多 面体 内 部 趋向 如 的 边界 
点 yo 时 ,极限 存在 , 我 们 就 称 在 yo。 有 限制 极限 存在 (12, 或 几乎 处 
处 ,或 EP,---) 按 这 种 说 法 ,推论 2.10 说 的 是 ,对 于 一 切 H Bem, 
在 所 有 边界 点 上 , L? 限制 极限 存在 ， 另 ~- 方面 , 定理 3.11 则 给 出 
n+8 时 I? 非 限制 极限 存在 的 充分 必要 条 件 . 
现在 ， 我 们 来 证 明定 理 2.3， 首先 给 出 一 .个 引 理 ， # Fe 
APT's), SWF E-NR EE OBR 由 于 在 后 文中 
需要 更 一 般 的 结果 ,所 以 我 们 对 更 广 一 类 的 空间 五 ?(Ta)( 见 (1. 相 )) 
He BE FUE WX — 引 理 ， 具 体 地 说 , 就 是 
5182.12 FCA (Ts), p>0, X BcB, HÑ E alB, 
B°) =inf{ | 人 一 Yal; Y1C Bo, ya F Bh} Ser, 则 存在 一 个 依赖 于 
s 和 而 不 依赖 于 万 的 常数 C =—O(e, n), 使 得 | 
sup.|F(z)|<O] Fly. 
证 明 co wot in ETs,, &8.—{2ECy |2—-%0|<8}, $ 
Z ={y€ En |y 一 yo| 二 2}， 则 SsCTs,CTs， 因此, 若 用 Qn 表示 
恕 na(m 之 1) 中 单位 球 的 体积 , 则 有 


( | _ FO |’ da dy) “< (J... |P) |? dedy)” 


=f n {fn Partin) ae Jay)” 
<| F (2,87). 
另 一 方面 , 因 |F| 作为 Sr RE YL 
章 84 例 (3) 和 定理 4.4)， 因 而 
ones 


TT rh a 


|E (e) lo "(| FC) |? dedy), 
Be LR RR, RIIA |F (0) |<O|F lp, 其 中 C= (Q,/ 


Dan \ VP go m/s } 

为 了 建立 定理 2.3, 我 们 需要 证 明 的 是 , HEC PCTs), W 
存在 一 个 满足 (2.1) 并 给 出 了 的 表示 式 (2.2) 的 函数 (其 道 命题 
已 经 证 明 ) 

WyCB, Of, Æ Flat+iy) 作为 了 的 函数 时 的 Fourior 2 
He 显然 我 们 只 需 证 明 , Hy, y CB, 则 对 几乎 处 处 的 二 成 立 着 
eft) =e (t), RF SO) ef RR y 
了 ,而 几乎 处 处 有 定义 , 那么 取 A=| Fl], 了 就 满足 (2.1), H(2.2) 
必定 成 立 ( 见 定理 2.3 前 面 的 推理 )， 显 然 ， 我 们 只 需 对 其 闭 名 位 
于 B 中 且 其 各 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 @ 内 的 y, y SHER ED 
可 .我 们 暂时 进一步 假定 ，| Potty) | 作为 2 的 函数 被 一 个 函数 
(对 yEQ) 一 致 控制 ,该 函数 当 w 趋向 co 时 ,相当 快 地 趋向 于 0. 最 
后 ,我 们 还 注意 到 ， 只 需 先 对 形 如 zy = (my Ya un), y= Cn, 

…, M Ay, 9 CQ 的 情况 加 以 证 明 , 再 重复 这 种 论证 ,就 能 
AB HR. 假设 MPN, 那么 依 Cauchy 积分 定理 ， 有 


-| r gT 2T ile tin adts :下 (wa 十 in one, Ln t+ in) day 
十 全 ETIR F(R, -dn 
m 
-R | | 
+f" ge aate,tini nae fi (a4 +i, ee -jda 


+f CE 一 3zf 一 Rtints :有 (一 Rin, … ) dn, 


根据 我 们 的 假定 , 当 Ro 时 ,第 二 项 与 第 四 项 趋 于 0. 于 是 ,对 
Ta, fon, Vn 积分 ， 便 得 到 


PWS), OER (ot iy) de 
=| eto Potiy da= fy lt), 
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现在 我 们 说 明 , Wi MA ak BB A PC POP TTB, HK 
么 ,对 2z= (1, 0, Za) ET Ale >0, 我们 定义 


POG) =e CAN PG), 
于 是 对 YEQ, 有 
[EO (atiy) |<Mer e — igi? e, 
此 处 ,a 一 max {ly:|,…, ynl}. FAIA RE ER R F(o-+éy) Hh 


Fourier 变换 fO 上 ,于 是 对 于 y, y CQ, 便 得 到 
(2.18) PF eft). 


而 当 s->0 时， | | FO (siy) — F (a+iy) |*da0, 所 以 , 当 8—0 


时 , 等 式 (2， 18) BSR TS Pee AS OR FE UE, 我 们 可 以 应 用 
Plancherel 定理 而 得 到 SE > 6, MSIE of, WP 收敛 ， 从 而 对 
几乎 每 个 ,有 

CAORA MO) 
定理 2.3 证 毕 ，】 


$3 锥 上 的 管 


我 们 自然 希望 , 在 对 基 的 类 型 加 些 限 制 时 , H 空间 (或 更 一 般 
地 ， H 空间 ) 的 理论 会 变 得 更 加 丰富 ， 特别 是 以 开 锥 为 基 的 管 的 
情形 更 会 是 如 此 ， 所 谓 开 锥 是 一 个 非 空子 集 工 己 召 ,满足 (DOE 
r; Gi) #2, yET, 且 a B>0, 则 az-+By ET 特别 注意 到 ,了 
是 凸 集 . 

开 锥 的 闭 包 叫 闭 锥 。， BR, BOA, M I= Wek, 
e-t>0, tET} EWK. 而且, AI" 有 非 空 内 部 , 则 它 也 是 闭 锥 ， 
此 时 ,我 们 说 工 是 一 个 自 则 锥 7” 叫 作 工 的 对 偶 锥 , 当 n=l1 时， 
开 锥 就 是 半 直 线 {a EBi;wz>0} 和 {aC B32z<0}， 当 n=2 时 , 开 
锥 就 是 两 条 交 于 原点 且 其 夹 角 小 于 或 等 于 wm 的 射线 间 的 角 域 。 这 
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种 锥 当 且 仅 当 两 射线 夹 角 严 格 小 于 mw 时 是 正则 的 ， | 
当 基 为 欠 时 ,我 们 得 到 H? 空间 函数 的 下 述 表 示 定 理 ( 比 定 更 


2.3 的 结果 更 强 ). 
定理 3.1 i T ÆA, W F EHT) 
(3.2) F(z) -f e?et f(t) dt, 


其 中 , f Æ 一 ,上 一 个 可 测 函 数 , Ee EA: 
[avin ren 


此 外 ,有 rls<(| OPa]. 
Ai, OF <> f 是 从 OYA LA") EY ARERR, eg 
地 , A(T) 包含 有 非 恒 为 0 的 函数 当 且 仅 当 工 是 正则 的 . 
WHA 因 yET, tel" ht, y-t>0, 所以, 由 定理 2.3 可 推 知 ， 
当 为 有 表示 式 (3.2) (其 中 JE LUI") mM, PE AT), | 
反之 ,车 了 EH2(T7), HEM 2.3 和 (2.5), 有 


F(z) = | er! f (£) dt, 


这 里 ， [la sep |, e [Pa 
我 们 来 证 明 , 在 人 的 余 集 上 , 了 几乎 处 处 为 0， 设 tot I™, 则 
存在 yoET， 使 Yo*to<0。 于 是 存在 如 的 一 个 邻 域 刀 = 六 (to) c 
E,—-I* 以 及 85>0, WEEN Wt, 有 gt< 一 3S<0.， 因 示 , 对 +GE 
N MER k, 有 (zyo) t<— kd, HT ky EL, RIER 
ef hPa er hast, 
而 这 就 推出 ,对 一 切 &, 
| | PIFO dIE i<, 
由 此 显然 可 知 ,对 NV Co) LEW ASEO. 从 而 , f(t) = 
0 对 "外 的 几乎 一 切 # RIL, HM 3.1 的 其 它 部 份 获 证 ，】 
4) 这 部 份 的 证 明 类 似 于 推论 2.6 相应 部 份 的 证 明 。 


在 古典 情形 中 ， 当 FATS LON A? 空间 时 ( 即 
当 基 为 正 实数 锥 时 ), 利用 万 的 边界 值 , 容易 建立 其 Cauchy 积分 
表示 式 
, PO 
(3.3) P(e) = Baile T dt, 


现在 我 们 来 证 明 ， sep geek able ae E, 中 的 锥 工 为 基 的 
情形 ， WH, 这 个 表示 式 仅 涉及 到 当 y ET 而 趋向 了 顶点 ( 即 SZ, 
之 原点 0) 时 的 边界 值 。 这 些 边界 值 在 I 意义 下 的 存在 性 是 定理 
3.1 的 简单 推论 ， 

推论 3.4 BEE PW, BPo+iy) EH2(Tr)， 则 
存在 一 个 定义 在 E, LAKA F), ycro, $ 
DL? GRA F(a+iy) > F(a), 

证 明 ”我 们 沿用 定理 3.1 中 的 符号 , + Fæ) f BH Fourier 
道 变换 (可 以 认为 了 定义 在 En 上 ,而 在 7T* 外 为 0)， 于 是 ,形式 地 


F(a) = f detf (bd. 
而 (3.2) 指 出 ,不 (z 十 刻 ) 是 es 区 的 Fourier MRR, 于 是 ,由 
于 后 者 当 y -> 0 时 按 L RRA f(c), H Plancherel CHE 
推 得 所 需 的 结论 ，】 
上 面谈 到 的 (3.3) 式 之 推广 ,可 以 借助 于 与 管 域 相关 联 的 核 孙 
数 KK(%) 而 得 到 ;对 ?一 2 十 iy ETr, + 
K (z) -| e Tiz idt -|. p2Tit ig Iy: t dt 5) 


于 是 我 们 得 到 一 个 定义 在 Tr 上 的 连续 函数 K, KZHATE Tr 
的 Cauchy 核 . MK 作为 一 Re(%) 的 函数 必 属 于 L (En), 实际 
上 ,对 一 切 yET, 由 Plancherel 定理 可 知 
3) 当 厂 是 正 实数 锥 时 ,KK (2) 一 一 1/2miz, 这 时 , (3.3) 有 
F(z) =| K (2—8) F (E) dé 


的 形式 ， 定理 3.6 说 明 , 对 于 基 为 锥 卫 的 一 般 的 管 了 pn 上 的 函数 来 说 , HOR 
、 PRZE. .! 
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(3.5) | |K (e-biy) de) et dt K (2iy) 


(暂时 把 下 (2iy) 看 作 是 有 限 的 ). 
定理 3.6 4FECH Tr, We-WzceTr, 有 


(一 | K@-€)F dé, 
RH, PG) = lim F E+ in) HE 3.4 中 的 极限 函数， 
证 明 根据 定理 3.1 和 8.4, 我 们 知道 


[a 


F@)=Fe+iy) =| P Sad, 


”这 里 , f 是 CE) 一 lim FE+in) Hy Fourier 变换 ， 就 是 说 , f 


Fé K 数 序 列 
fult)=| PEE, k=1, 2, 3, +, 


-Jil <k 
按 D ERRER. FH Fubini 定理 , 并 考虑 到 K (zw 一 6 十 多 ) 
作为 6 的 函数 属于 上 (B,)( 见 (3.5)), 我们 就 得 到 


y= 1] arig- t 
F (2) = lim 人 e FxCt)dat 


-人 er 


K-00 


= lim | aaf (£) I eama- dil dg 


=| FEK G-E). 
于 是 定理 得 证 ，]】 
在 古典 的 一 维 情形 中 , Poisson 核 
可 以 简单 地 用 上 半 平 面 的 Cauchy 核 表 示 : 即 对 z=s+iy, y>0, 
Plw, y) = |K (2) |?/K (iy). 
因此 , 只 要 定义 了 Cauchy 核 ， 推广 Poisson 核 的 定义 就 是 很 自然 
NT. 设 了 rz 是 以 正则 锥 为 基 的 管 , K 是 相应 的 Cauchy 核 , 我们 


-itosi 


WP EM Tr 上 的 Poisson ix, 
Zr, y)= |K (arty) |?/K (Qty), z=æ+iyET, 
我 们 已 经 证 明 ， 作 为 z 的 函数 ，K(z 十 iy) 属 于 (如 ,)， 因 
w, MRP YELL, PC, WME DE.. 此 外 ， 不 难 证 明 
Pr, WAT L(A). 为 了 说 阴 这 一 点 ,只 需 证 明 , 对 每 个 YEL， 
Kati) eA Mae GR. 但 是 ,因为 
|K (@+iy)| = F parietiy)t gy 


<Í, edt= KkK (iy), 


故 只 和 需 证 明 当 yET 时 ,KK(iy) 是 有 限 的 .为 此 ,首先 证 明 , 当 wyE 
Pit, 存在 6=65,>0, 对 一 切 7* h t, A alt yt RNA 
对 t€E7T*,|t|=1 的 情形 证 明 妈 可， 按照 三 的 定义 ， 我 们 知道 
O<y:t, MASSA My, 否则 因 L BAS, 必 可 找到 一 个 绝 
对 值 充分 小 的 uE En HBytwel, B (ytu)-t=uet<0, 此 与 
tel“ Fie. LAI S 如 .中 单位 球面 之 的 交 是 紧 的 , 所 以 , 根 
He O<y-t HW tel“ 2 成 立 , 可 推出 3y>0 的 存在 ， 于 是 ,对 
ycT, 有 
| | oar! dt) g 2x6 el dt< oo， 
r 


再 依据 (BA) DIL (E,) NL” (En), 1<q<oo®, 我 们 就 有 以 下 结 
JR, 
推论 3.9 4l<q<o 时 ,对 每 个 yET, 有 
PO, y) EID,). 
从 而 , 当 fC T(E), 1<p<o 时 ,对 一 切 z 一 2 十 纱 ETr， 
u(a-+éy) =Í, fv- Pt, y) dt 
是 有 意义 的 。 如 同 在 第 一 章 中 引入 的 Poison 积分 一 样 ， 我 们 可 
DLE BE Cat iy) He LP RATS). B 
6) #FELNL*, H1<q<~, jl 
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(3.8) lim l lula-+éy) ~f (2) |? ds =0, 


REPRE PRRR, BP EMERE ( 见 第 二 章 
定理 2. 证明 末 屁 的 脚注 和 后 文中 定理 5.6 证 明 的 最 后 部 份 ), 这 
就 意味 着 多 要 满足 下 述 三 条 性 质 ， 
(i) P(e, y)>0; 
Gii) | Pæ, y)dz=1, 对 一 切 yET 
(iii) #3>0, MAYET ATON, A 
f Pa, y)du—> 0, 


ERORARY. HEAGA LIA C35) POMBE 到 (2iy) 除 而 得 
STERG, AGR—T RY, WE 
(a) 小 在 By 上 连续， 


Œ) lim ， z, 7 Who) da=, i 


©) 当 .0 ma [pw) | <1; 4 |z|- BY, Ho) 0. \ 
因为 , 如 果 这 样 的 函数 存在 ,那么 , 由 (b) 知 


t= lim {f VP, det] VP, y)do} 


yET,y—0 


而 由 (a), OQA, 若 |z| >ð, 则 存在 8 >0, TOES 8, TË 
(还 要 利用 (让 和 (二) 有 


1< lim 1 P(x, y)da+ d-e) | Pa, pa) 


VE y+0 


= lim f P(x, y)du—s | ，, Pa, ar | 


© g&l, y>0 
= lim {toa , . Pla, yds | 
YET, YO 


pet eG AR AY I GA) 
函数 省 的 存在 性 , 则 是 下 面 表示 定理 的 一 个 简单 推论 ，， 
定理 3.9 车 了 EH?(Tr), 则 对 一 切 2=w 十 久 ETr, 有 


GO)=| Plot y)F()at, 


» 112» 


证 明 i w=utiv E Tri. MA, 4 2ETr 时 ， 
| - 

|K (2+w) | 一 Í e% Katuy to Am 0 二 1 dt | 

r» | 


<Í ei dt= M,,<00, 

m 

FH, F@)Ketw) EN 2 的 沙 数 局 十 有 3CT7), 且 其 范 数 不 超 过 

1F1M。， 因 而 可 把 定理 3.6 用 到 这 个 函数 上 ,得 到 

(3.10) FER e+u)— |. K (2-1) F(t)K (¢+w) di 

对 一 切 ce Tr 成 立 . 
MEA w= 一 2 十 动 , WK G-)KG+w)=|KG-)|), A 

KG@tw)=K (2iy), 那么 这 时 (3.10) 等 价 于 


FF 一 | PO{EKG-D /Ky)}d 


=Í FOP a=, ya. \ 
这 就 是 我 们 所 要 的 结论 ，]】 
现在 我 们 来 构造 水 ， 选 取 连 续 函 数 p 之 0， 其 紧 支 集 含 于 工 "* 


内 , 且 | POHA T REN, EAT RO. RINE 


COE tip OL A op (tat 
满足 (a), ORO, HERAK pE), 所 以 性 质 (a) 当 然 成 立 
(参看 第 一 章 定理 1.1 之 (b))， 其 次 当 |z|-> co N yp ATF o E 
Riemann-Lebesgue 定理 的 特殊 情形 mæ | 出 (w) | 二 4， 比如 说 
由 (zw) =e, 则 有 | 
1= | 5 eet) 0p (t) a—| p(t) cos2a [ (x.t) —0dt 
( 因 工 是 实数 ， 所 以 第 一 个 积分 的 虚 部 必 为 0)， BE @ HO, 那么 
cos3z [(s-t)—0)] 作为 1 的 函数 ， 在 9 的 支 集 内 一 个 正 测度 子 集 
上 几 严 格 小 于 工 这 - -事实 连同 w 的 非 负 性 以 及 | pdi 
假定 , 就 可 推 知 , 当 eH OM, |w(z) <1, WT HED) Boe, 我 们 
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Mi 2eTr 来 考察 
Fe) = | op(t) 
依 定理 3.1, F 属于 HEr), 并 且 显然 按 [7 RA 


F(w)= lim F(e+iy)=| enetp 人 0 由 Co)， 


”再 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 知 
(3.11) F(0)= lim | F(O+iy) =~) =1, 


对 三 应 用 定理 3.9, 便 有 
(8.12) F(o+iy) =| P(a—t, WPA 


=| Pet, woe) as, 


再 由 Plt, y) =P, ,连同 (3.12)( 当 w=0) 和 (3.11) 就 得 出 
性 质 (b). 


§ 4 Paley—Wiener 定理 
这 一 节 用 来 研究 SMR. 我 们 将 阐明 如 何 把 古 

典 的 Paley-Wienor 定理 推广 到 w 维 ， 并 用 本 章 已 有 的 结果 来 证 
明 它 ， 首 先 我 们 讨论 一 维 的 情形 . 

RF RSPWC, 上 的 整 函数 , 如 果 对 每 个 >p, 存在 一 个 常 
数 A., 使 得 对 一 切 zE C1, 有 

| F(z) | Ae tel?! o>0, 

则 我 们 称 Ac 指数 型 的 . 可 用 下 述 方法 得 到 这 种 函数 的 一 个 
例子 ; 设 JE 72( 一 mw 四 ,我 们 定义 一 个 整 函数 F, | 


Fe) =| f@e*dt, rEC, 
那么 ， |F) |= |F(z+iy)] 
<V2r (| f(t) | ty)” er ttm: Ae rio 
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因此 , F Æ o=2a7 指数 型 的 ，Paley 一 Wiener 定理 是 说 , me F 
限制 在 实 轴 上 是 属于 Zo, 00) HY, Dl EIR BESO AY wh a 
明确 说 来 就 是 下 述 定理 ， | 
定理 和 人 .1 设 HELXK 一 co, oo0), 那么 ,了 是 一 个 在 [一 (6/27)， 
6/2x] = 二 [一 5, t] 之 外 为 0 的 函数 的 Fourier 变换 的 充分 必要 条 
件 是 ,五 是 一 个 o 指数 型 整 函 数 在 实 轴 上 的 限制 . 
我 们 刚才 已 经 证 明了 定理 的 必要 条 件 部 份 ?， 充 分 条件 部 份 
要 借助 于 下 述 Phragmkn-Lindel5f 型 结果 来 建立 (与 第 二 章 5.2 
比较 ). 
引 理 9.2 邻 S 是 C1 中 两 条 射线 所 夹 的 角 域 , 这 两 条 射线 交 
于 原点 , REAN a/a, 设 f 在 S 上 解析 , 县 对 0<B<a 和 zx€8 
满足 | f@)|<Aexp{|z|*}. 那么 ， 若 在 两 条 (边界 ) 射 线 上 有 
fz) | 志 M, 则 必 对 一 切 zES H ISOM, | 
证 明 RIE LL ee OO RA SE HE FH oe /20 和 
一 xX/2a( 否 则 可 经 旋转 得 到 ).， 令 F(z) = f(zjexp{—e7}, Hp 
B<y<e, >>0， 由 此 得 出 ， 在 两 条 边界 射线 上 ， 有 |1FC%)|<< 
FO | <M. mE, UN R= |z| = | ve? | (— @/2u) <0< 0/20) E, 
Ay | F(z) | <A exp {R° — eR’ cos(ya/2au)}, 24 R — o WY, ER 
BAWATE TO. BA,4REBKM, ABUL, 有 | 有 (2) | 二 
M. 于 是 根据 最 大 模 原 理 得 知 对 一 切 2ES 和 |z| 夺 有 
[F(2)|<M 成 立 ， 由 于 马 可 以 选 得 任意 大 ， 所 以 对 一 切 2ES 
[FG) IM 成 立 因此 , 对 一 切 z=re*ES,， |f 
M exp {er? cos7y6}， 再 令 20, 就 得 到 我 们 的 结论 ，】 
” 引 理 &.3 设 卫 是 o 指数 型 的 ， 且 对 实数 z， 有 |F(w)| 志 1. 
WW |F (atiy) | <exp {oly|} 对 一 切 复数 2 一 vw 十 多 RE. | 
证 明 对 s>0, 9 F2) =F (e) AA Ro 指数 型 
的 ,所 以 , 对 一 切 非 负 值 Y 有 
7) 按照 第 一 章 的 记 法 , 我们 已 经 证 明 ， 如 果 , 卫 是 一 个 在 [一 r，T] 外 为 0 的 函数 
了 的 Fourier 道 亚 换 ， 那 么 ， 它 就 是 一 个 e 指数 型 函数 在 实数 轴 上 的 限制 。 这 显然 等 
Ott: 有 一 个 函数 F, CEER gat) =f (—t)) Ay Fourier BR, 
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[-F.Ciy) | =| F liy) |e CSA, 
又 对 实数 o, 也 有 | 了 (az)|<1， 这 就 给 出 了 已 在 正 “ 轴 和 正 y 轴 
上 的 界 ， 而 且 ,我 们 定 能 找到 B, 使 得 
| 了 了 (2) | <A, elt T <A ero tole < Be'* an 
因此 , 应 用 引 理 4.2， 并 取 P= 5 <2—o, 可 得 : 当 z>0, y>0 时 ， 


对 一 切 z 一 2 十 iy, 有 
| | P.(z)|<max{ A., L}=A, 

若 对 第 二 象限 重复 这 一 论证 ， 我 们 就 可 取 B6=0<1<a, 并 对 限制 
在 上 半 平 面 的 F, 应 用 引 理 4.2, 从 而 得 知 对 %>>0, H |F) 
<1， 现 在 令 s 一 0, RA YS 0 时 )|F(2)|=|F(s+iy)| < 
exp{ oy }， 再 将 此 结果 用 于 G(z) 一 了 (一 2), 便 证 得 引 理 ，】 

o 144 设 卫 是 o 指数 型 的 ， 并 且 它 在 sz 轴 上 之 限制 有 不 
超过 1 的 T 范 数 ， 则 对 一 切实 数 y, 有 


(| IF tiy) dx) ce, 

证 明 ek—-t+RARKRNAKBRAR BH H 
jli 我 们 可 以 定义 GGO) =|" PtP, ME AMF 
的 , 且 对 s>0 有 
al Ave gd Bao, 
那么 ， G 也 是 o 指数 型 的 ， 另 外 , 由 Schwarz 不 等 式 推出 ， 

CORIRODI MOKAS 
SPE, RIRE UNEA G 应 用 引 理 4.3, ANRA v E 
4.0) |[ Fe +p) dt | =|4@|=|4@ ray) | < 


再 利用 Schwarz 不 等 式 的 逆 , 并 在 (4.5) 中 对 一 切 这 样 的 w 到 上 确 
界 , 便 得 引 理 4.4.，】 

”现在 我 们 可 以 来 完成 Paley- Wiener 定理 的 证 明了 .假设 了 
是 0 指数 型 的 , 上 且 其 在 实 轴 上 的 限制 属 证 LC- o, 0), RIK 
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证 明 ， 这 个 限制 的 Fourier Has Kate K fal [一 (o/2x), 0/20] = 
[一 zw 可 之 外 几乎 处 处 为 0， 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 
| | F(a) |°da<i, 
S Q(z) =F (2). WH S| 4.40 A, 4S y> H, F 
(人 1¢.@+iy) KAJ 和 一 em (F |F (a-+dy) KOI 0 
Kee =], 

于 是 ，G4. 属于 上 半 平 面 的 H? 空间 H? (Tr) =H?(E}). 从 上 一 
节 的 结果 (特别 参看 定理 3.1 和 推论 3.4) 可 以 知道 ， 存 在 一 个 在 
负 轴 上 为 0 的 函数 9E 天 (--co，co), 使 得 对 一 切 %y>0, 满 足 


G, (o-+iy) =, (2) =|" geet a, 


& f(s) = glr -—s) =gl(o/20)-s], SESH FAT. 对 一 切 
y>0, 


FG) =F (atiy) =|" f@e™*as, 


取 上 式 在 y 一 0 处 的 极限 ,我 们 就 看 出 ,五 (2) 的 Fourier 逆 变 换 对 
几乎 每 个 s>z 为 0， 对 了 (一 2) 进 行 同样 的 论证 , 可 知 它 对 儿 李 每 
个 s 和 一 z 也 为 0， 因 而 定理 4.1 得 证 . 】 | 

现在 , 我 们 来 把 这 一 结果 推广 到 到 维 的 情形 .为 此 ,我 们 首先 
需要 找 出 指数 型 这 一 概念 的 适当 推广 。 为 了 这 一 目的 我 们 引入 
下 列 定义 . 

设 | .| 和 l 是 向 量 空间 上 的 (实数 或 复数 域 上 的 ) 二 个 范 
数 ， 我 们 说 它们 是 等 价 的 , 如 果 存 在 两 个 常数 cl、ca， 使 得 对 一 切 
PERHE o, A 0<e1<|o|/|2|<ea<oo 成 立 ， 众 所 周知 , 如, 中 的 
任何 范 数 | .| BRO TRIER ||. KTR | | RR 
HERA K={@CH,; le] <1} BR, K 是 凸 的 、 紧 的 且 对 称 的 > volo 
( 即 , Bee K, 则 必 有 -eeK), 4B, 的 这 种 子 集 有 非 空 内 点 
时 ， 则 称 之 为 对 称 体 ， 不 难 证 明 , K CE, 是 一 对 称 体 当 且 仅 当 对 

于 一 个 与 欧 氏 范 数 等 价 的 范 数 来 说 , K 是 一 个 单位 球 . 

ee Arno : XE Nk § ,, 117. 
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设 天 是 已 的 任 一 子 集 , 则 集合 K= iye En M--W2eK, 
z.g< 革 Hey K aK. BM, Hw p>, KK 一 {w= (wi1,%3) € 
Es |m |o} WABI, K*= {y= (y, ys) EEs 
lyt [yal t<i}, HL =1/pt+1/¢, 还 易 看 出 ,车 K 是 一 对 称 
体 , 则 K* 也 是 对 称 体 . 于 是 ,车 K 对 范 数 l 成 一 单位 球 ,那么 ， 
K* PEK T a | 全 的 单位 球 ,其 中 小 . 手 称 为 范 数 | | Bas 
范 数 。 当 然 我 们 也 可 以 等 价 地 定义 对 侦 范 数 为 ， 

(4.6) ly|"=sup joey], 


318 4.7 设 KCE, Æ nK, BHA OECK, M k™= 
(K*)"=K, 

证 明 BRAKCK™, FRRNRBEW, 4oEK 时 ， 
vK”. 给 定 这 样 一 点 wo 后 ,选择 YE 天 ,使 ly—%o| 为 最 小 . 这 
时 ,我 们 将 En 分 成 两 个 子 集 . {ZE He leo y) >y. (wo 一 y)} 和 
{ sE By; we (so~ y) EY (vo—Y)}. HT vor (Go y) —y* (vo—Y) 一 
[m—y|?>0, 所 以 wo 属于 前 一 集合 ,我们 断言 , KOSS aR 
iH, METI, 必定 存在 人 EK, fim —y)-G@o—-y) > 90, Ra< 
1, EWE 0<ca<2lyı— y)’ (zo—y);/ lyi myl". 因为 五 是 西 的 ,所 
Ww=(—a)ytemneK, Wit | 

|w —29|?=a{a|yi—y|®—2(y1—y) * (toy) } 
7 +|y—zol <|y— wol®. 
此 与 1y 一 20| 为 最 小 发 生 矛 盾 . | 

HOEK, Mitty: @-y>0. 于 是 我 们 能 够 找到 一 个 正 
常数 s， 使 得 wo (m—-y) >e; 同时 对 一 切 ce K 有 2%: (a —-y)<s 
(E y (wo 一 y) >0, WME e=y-(to—y)s F y (zo 一 y) 一 0， 则 可 选 
任 一 正 数 <v (zo 一 Y)).， 令 9 二 (wo 一 y)/e, 这 束 意 味 着 

KC{w€ En veui}, H wo.v>1. 
而 这 说 明 EK", {E aEK™, 于 是 引 理 得 证 .】 

应 用 这 一 结果 和 (4.6) 式 ,我 们 得 到 ， 

(4.8) lol= Jol™= suplzyl. 
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a= (a, 2, +, a) EC, Rill Ree (4.8) Aa lela 
(4.8) 四 | =sup|z-y| =sup| ziyi t +z]. 


设 下 是 一 个 对 称 体 ， 我 们 称 CG, LEKA F AKERRA 

的 ,是 指 对 每 个 8 二 0, 存在 常数 4。 使 得 对 -- 切 2, 有 
| F(z) | S. tear . 

我 们 把 K 指数 型 的 函数 类 记 作 CCK). 

现在 可 以 叙述 % 维 的 Paley-Wiener 定理 了 . | 

定理 和 .8 k FEIE), 那么, 了 ERTEM RE E 外 为 
0 的 函数 的 Fourier Bm, SAM4 LEC K*) 中 的 函数 在 En 
上 的 限制 . 

证 明 WE FE fiy Fourier GR, H f Æ K 外 为 0. 那么 
. 容易 验证 ， 


(4.10) F(z) =| eanit (4) dt 


二 | eariotearyt £ Cz) de 
将 也 拓 广 成 为 BCLK') 中 的 一 个 函数 . 事实 上 ,由 (4.10) 可 立即 推 
得 , 
| F(z) | = | F (æt iy) | < Aee, 
”其 道 命 题 可 利用 引 理 4.4 的 下 述 m 维 推广 给 出 ; 
aA RF CEK"), WA 
({ [F (a+ty) KOM (| [F (æ) |? do) 
En Bn 
我 们 来 把 这 个 不 等 式 化 为 一 维 问题 . E ERITA 
y40, Sa 2 En Py 方向 的 单位 向 量 ， 选 取 如 ,的 一 组 标准 
TE 28 E {e1, 6a, °°, Cn}. 取 定 (n—1) As SE BE Ua ee, Un, Fam 
Sises, 并 定义 
p(w) =F (w1 +a). 
显然 ，P 是 单 复 恋 量 wy = utie 的 整 函数 ， 而 且 容 易 着 出 ， 9 是 
119. 


的 tite pe 


Dalel 指数 型 的 、 事 实 上 ,给 定 s> 0, 由 也 ESCK"*) 就 能 断定 奉 
在 一 个 第 数 4,, 使 得 
| p(w) | <A,exp { 2x | wei tal *(1+e)} 
< [A, xp 人 二 £) lal “em te wl 


= A'e axha I +e}: ut 
于 是 ,根据 引 理 4.4, 对 一 切 vE (— 00, 00), F 
| |p (rt +904) | det, ea Vn | p(x) |? ders, 
| 我 们 选取 vi, Ey = 0161, 于 是 这 个 不 等 式 就 变 为 
上 |P (iy+ Sues ) dus efr l F (Sues ) 
再 将 两 器 对 Ua, Ua, e, Un FSD, RESIS] 4.11, ) 
我 们 现在 可 以 来 完成 定理 4.9 的 证 明了 .、 假设 FREE’) 
中 的 一 个 函数 在 En 上 的 限制 ， 为 简单 起 见 ， 我们 把 ECK PR 
那个 函数 仍 记 为 FP. 由 引 理 4.11 Wh, WUER E BEH, 
FEH* (2s). Alt, 依 一般 表 示 定 理 2.8, DRS, 使 之 对 于 一 
Yz2=c+wels, 成 立 着 


F(a) = |, t f (Dt . 
我 们 可 以 假定 0E B, 那么 , Plancherel ZM MRIET f EL (E,), H 
[fli= f, |F@) |da, EREA 万 是 了 的 Fourier WAR (R 


者 等 价 地 说 , ÆC tRy Fourier BR). BLEW fÆ K 外 几 
乎 处 处 为 0， 我 们 就 证 完了 定理 . 为 此 ， 我 们 首先 注 i 3, h 
Plancherel 定理 推出 ,对 一 切 yE En, € 


| |F (w+iy) da= f 6 4 F(t) [3 dt 
( 困 召 可 选 得 任意 大 )， 于 是 , 依 引 理 4.11 可 知 , Hy eH, me 
立 着 
(4.12) f, SO Perters acem] GD 
我 们 说 ， 这 个 不 等 式 仅 当 f 在 及 外 几乎 处 处 为 0 时 才 成 立 ， 因 


2 
duz, 


i 
AA las 


-| — t 


t+" 


~. 
a 


为 ,对 于 EK, REIA 4.7, 必 存 在 yoR K”, 使 得 (to-yo)<—1 
(我 们 仍 在 应 用 “KKK” 是 对 称 的 ”这 一 事实 ). 因 此, 显然 可 以 找到 一 
个 S>0, 和 加 的 一 个 邻 域 六 =N(to) ,使 得 对 一 切 3E 和 ,都 成 立 着 
(é-Y)<—(1+58), WA, (4.12) 41, XT y= pyo(p>90), 有 


| | f(t) | Sgt e+) dt<| | f(t) | sc-4zyt dt 
N N 
< |S leer, 


由 于 yo€ K", MEA lyol <i FEH p>0, 我 们 得 到 
(ra [Pdi Jetset ec | get, 


Bein | | FCA) |? ERA 0, 则 势必 得 册 


ets FE È IFC) lat, 


而 当 p 很 大 时 , 这 显然 是 不 可 能 的 .这 说 明 对 几乎 一 切 te N, 有 
f(t) 一 0， 定理 得 证 . ] 


$5 Hè ti] HH 


到 目前 为 止 , 我 们 考虑 的 几乎 都 是 定义 在 管 上 、 属 于 H 的 解 
析 函 数 的 性 质 ， 尤其 只 是 考虑 它们 的 L 边界 值 的 存在 性 ， 这 一 
节 中 , 我们 将 导出 点 态 极限 和 I 极限 (2>0) (YI REA WE 
时 ) 的 存在 性 的 一 些 结果 . 

首先 , 我 们 考查 管 Tr 的 一 个 特殊 情形 一 一 了 是 第 一 卦 限 ， 

T={y= (yy, ty Yn) © Bas yr > 9, +++, Yn>0}. 
BRI E-A, HII, WA, Tr LA Cauchy BRE 


oo (toe eo 
K (2) = | | ore | g? tat dealt etn n gt dtar by 
J070 JO 
所 “一 工 


ES 270 b25° 
其 中 ， z= (Xs, 225 erry Zn) ECT. 这 就 是 说 ， KDE Tù 个 上 半 平 面 
的 一 维 Cauchy BR Fett, Alin, Poisson 核 P(e, y) (参看 推论 
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3.7 及 在 此 之 前 的 讨论 ) 就 是 ”个 -- 维 Poisson i FEA, 

Pa, y= a, Yi Ya; **, Yn 9, 
这 个 核 正 是 第 二 章 $ 3 中 研究 过 的 累 次 Poisson 核 的 特 丈 情形 ( 参 
看 定理 3.22, 推论 3.23 以 及 这 些 结果 以 前 的 一 - 些 内 容 )。 车 把 点 
z= (Zi, Za, =, ET MAE z= tiy MW SP Bo, ys) 
同 ， 我 们 就 可 以 认为 Tr 是 % 个 二 维 实 欧 氏 空 间 上 半 平 面 的 笛 卡 
JLB Efx Eixe xE WA, TRASA LA S3 中 给 出 的 
定义 是 一 致 的 . 

Ci) 定义 在 Tr 上 的 函数 ， 如 果 对 每 个 重 正 实数 组 «= 
(ai, Ga, +, Om), “A C= CE ni Fo, Nats Sa, Mn) 在 Ya") = 
L'a (21) X L'a (23) X +0 X La, (Gn) CT rO FRG F w= (a1, oa …， 
Ln) = (24, O; Za, O; eet; Bn, 0) BY, UCC) =u CE Fin) =u Etin, o, 
Enti RAF I, 则 就 在 <E 允 ,处 按 各 变量 有 非 切 向 极限 1 

(ii) 如 果 对 每 个 % 重 正 实数 组 a,， FE Yal) N E+tinETrs 
Nt, Na °°, MCI AER RU EARR, WR u Ewe 如 ,处 按 各 
变量 非 切 问 有 界 . 

对 于 互 "(Zr)(2>0) 中 的 函数 来 说 ， 当 我 们 在 第 一 卦 限 内 逼 
近 原 点 时 , 其 点 态 极限 和 依 范 数 的 极限 是 存在 的 . 事实 上 , 我们 可 
以 证 明 下 列 结果 : 

定理 5.1 设 工 是 HSH, FECA (Tr), p>0, 则 

(a) Æ En 的 几乎 一 切 z 处 ,下 按 各 变量 有 非 切 向 极限 FO), 
特别 地 , 对 几乎 一 切 cc En A 

lim F(¢+iy)=F(@), 


vér,y 0 
(b) 4yel BTFOCEN, 
| |F@+iy) -F@) Pde WFO, 
证 明 EE (Za, a) Cn) = (Eat ina, eee Ent iM) Na, e,m >0, 


T 8) 我 们 使 用 了 第 一 章 § 3 中 的 记号 : 
l Pa, (23) = { (£3, n3) € £3; ($y — T] LAY j=l, 2, .…,% 
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并 且 对 于 上 半 平 面 辜 中 的 ti~ 纪 +im， 考 察 单 复 变量 函数 
JED = EFC En Os, ov, On), AFUE g T H) A 
LF (La, Go, e, GD]? HE Co Sab ina 的 函数 是 次 调和 的 ( 见 第 二 
章 84 例 (3) 和 (5.1)), E we— utin, 我 们 有 


IF (Li, La, =, &) [P< = |F (Ea, wa, ++, Ca) | "dudva 
FEY} J wala ane 


2na feo l 
_ Saal [T LE ha, ean, +, Ge) [Pads 


wa 


对 ka ees Cy 重复 这 一 论证 , 便 得 到 
. IFO P< a -2 


xfa ` MIN ECE, wa, ee, Wy) java -dun var 


0 .0 


把 这 个 不 等 式 两 端 对 吉 积分 ,就 有 
f |g(E1+ im) |? de, 


<rt "(nae Mm) "| K 7 |F (u+ iv) |? du dva- -dan 


Sat geen) PEF Ena 2n) = Ai< 0. 

这 就 说 明 g 属于 (Et), 四 
XF Tr FP C= (Ci, Co, “ Cnds 4 s(C) = | FC) |”, 那 

么 ,上 述 不 等 式 可 以 用 函数 s 来 表示 : 


| [s(E1+¢m, Co, =, ] 2308 


下- |g (itim) |? dé 41< oo. 


FHF eli baee, Cn) 在 其 它 变量 保持 不 变 时 是 4a 的 次 调 和 PK 
数 所 以 这 个 不 等 式 连同 第 二 章 (4 12) 就 保证 了 对 一 切 e>, 有 
SCS1 十 0[si 十 0 ， Ca, °°, Cn) 


1 


< 二 | s(ty+484, La, wee, dt. ° 


ni 
| 2 (61—t1) +03 
对 Ča, ag” bn 进行 同样 的 论证 ， 得 知 对 一 切 e= (81, wee, én) EL, 
有 . 
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TO ae we te ee salieri = im 2 > = E x it 
ml Oh Hpi mi tp 2 a :et ve Wild enh in: ee NO et 


(6.8) s(Etile+n])=s(étile tn], e, Ertila tin) 
<|, stie)? (E-t, n)di, 


& fe) =sit+ie), ET, W F RFT), KA 
{fs} 是 按 D 范 数 一 致 有 界 的 〈 实 际 上 ，| FlFK(FID). 于 是 ,由 
2(B,) 中 单位 球 的 弱 紧 性 , 我 们 可 以 找到 一 个 趋向 0E 吾 .的 序列 
{s}, 使 函数 列 { few} Æ k — co WM ST LCE, H eR f. 
(5.2), & e=e Jik k-o, 就 得 到 


6.3) (Etin) <|, SOPE- ndi=m(E+in). 


因为 m(E+in) Æ LE.) PH — ARA WY R Xk Poisson 积分 , 所 
UL, EEL PEt sE E, 处 按 各 变量 非 切 向 有 界 ( 见 第 二 章 推论 
3.23 下 面 的 论证 )， 由 (5.3) 知 ， 同 样 的 结论 必定 对 (Etin) 一 
1F(E+im) 1 也 成 立 ， 因此 ， 对 五 的 实 部 和 虚 部 应 用 第 二 章 的 
定理 3.24, 就 可 得 出 定理 5.1 的 (a). 
现在 很 容易 证 明 (b) 了 . mR M fa MOMI... MY f 是 

相应 于 变量 t, ta o, e 的 一 维 极 大 函数 的 nm 次 复合 ", 那么 , 当 
ED(B,) 时 , 对 一 切 z 十 Wy ETr, 有 mw+iy) 志 A4(Mf)(w), 其 
中 ,4 是 不 依赖 于 YE 六 的 常数 ( 见 第 二 章 定理 3.22 前 的 论述 ). 
于 是 ,由 (5.3), 有 

(6.4) |F (at ty) (P< {ACM fF) P. 

由 于 证 明了 (a), 我 们 已 经 知道 lim | 也 (w+ 多) 一 了 (zw) | =0 JL 


乎 处 处 成 立 ; MT a CG .4) YH, RE JL AP ah eb H {M f) Ce) 
的 常数 倍 来 控制 ， 即 : 
| F(a iy) — F (æ) |?<2°(| F(a +iy) |+ | F(x) |?) 
<2 AMF) (æ). 
因 SECDE.) BS — (3.20) mM, MJE. 从 而 (b) 是 
Lebesgue 控制 收敛 定理 的 一 个 直接 结果 ，】 
8) Hg Ra (er, Wa, ty Tn) MEK, MATHS l<pen, 
(MS g) (w) =sup enaj |r» ry Byam by >, Ga) | aE, 


It Kr 
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nr ei Me -nl c -ee -het aos. EE TO ag E EE. 


我 们 现在 来 给 出 这 个 定理 的 一 些 推论 ， 首 先 , BET Eng 
交 于 原点 的 线性 独立 射线 的 凸 包 的 内 部 .在 这 些 射线 的 方向 上 选 
定 问 量 a, Ga, °°, Ga, WAR L ER FF GE {0 vai +--+ + nn E 
En 4>0, +++, vn >O}, RT, EM 5.13 A(T) Hh F A 
R. TRH A, RS A EE I e MAD 
a, j=1, 2, =, n, 上 的 线性 变换 4， 这 时 , 4 把 第 …… 卦 限 映 到 并 
上 .再 把 4 线性 地 扩张 到 C, 上 ， 并 对 基 在 第 一 卦 限 中 的 管 中 之 
z, & G(e+ty) =G(z) =F (Az) = 了 (4w 二 6Ay), 我 们 就 得 到 


CI rr EA 
<a FB 

对 一 切 第 -- 封 限 中 的 乡 成 立 ， 于 是 G 满足 定理 5.1 的 假设 . 而 这 
显然 可 推出 极限 F(u) ~ lim (wt) 的 几乎 处 处 存在 性 ， 以 
及 相应 的 按 LP 范 数 的 极限 的 存在 性 . 

更 一 般 地 说 , 如 果 了 是 有 限 多 条 交 于 原点 之 射线 的 凸 包 的 内 
部 ， 而 且 在 这 有 限 条 射线 中 ， 我 们 至 少 可 以 找 出 wm 条 是 线性 独立 
的 , 则 称 了 为 多 角形 锥 ， 一 个 多 角形 锥 显然 是 有 限 多 个 上 跋 所 述 
的 那 种 锥 的 并 .从 而 , 若 考虑 以 多 角形 锥 为 基 之 管 上 的 A? ww, 
那么 , 当 有 逼近 原点 时 , 其 点 态 极限 和 依 范 数 极限 也 是 存在 的 、 

根据 以 上 讨论 , 容易 导出 以 下 定理 . 

定理 而 .5 T RE, PHF LE, 了 EH?(Tr), p>0. 车 
T, 是 任意 一 个 锥 , KAS EU {0} 之 中 , 则 

(8) LFW eH, lim | (ety) = Fo) tes 


(b+) Myer FOR, ||P w+iy)—F(e)|"da0, 


证 明 显然， 我 们 只 需 证 明 能 找到 一 个 多 角形 锥 ro， 使 得 
和 ccTou{ojcPU{0f， 为 此 ， 我 们 考虑 T, 与 单位 球面 Bac 
EZX, HEES. 对 于 每 个 wzEB， 定 可 找到 一 个 开 多 角形 锥 
To foCl.cl, A SERN, 所 以 有 限 个 这 种 锥 Ts, …, De, 


+ 135 ， 


Ma ws S， 记 是 这 mm 个 锥 的 并 集 之 凸 包 ， 于 是 显然 可 得 我 
们 所 要 的 结论 : TCCToU {O}CL u {0}. ] 

在 本 章 § 2( 紧 接 定理 2.11) 中 , 我 们 曾经 引入 了 两 个 概念 : 在 
EEE Te Zi BAR AR, 函数 的 限制 极限 和 非 限 制 极限 , 引 
用 这 样 的 术语 ， 根 据 刚才 的 证 明 ， 定 理 5.5 还 可 写成 一 个 等 价 形 
式 ， 

定理 6.5 £#FECH (Tr), p>0, WET Aidit 0B, FE) 
几乎 处 处 有 限制 极限 和 依 22 范 数 的 极限 . 

刚才 的 证 明 还 表明 ， 只 要 了 EH?(Tr), 了 就 对 几乎 每 个 D, 
有 非 切 向 限制 极限 、 该 极限 的 意义 是 , 对 本 的 任 一 真子 锥 T: K 
任 一 笛 卡 儿 积 锥 Yolz?) 来 说 ， 当 y E71 Dative yaa"), vt 
iyo? Rf, Fat iy) BRR. 

借助 于 管 Tr 上 的 Poisson 核 PCa, y), 可 以 证 明 , 在 p 之 1 时 ， 
有 依 范 数 的 非 限 制 极 限 . 更 确切 地 说 , 我 们 将 证 明 下 述 结果 成 立 ， 
定理 5.6 RIEL, PEMA GE, FC AT), i <p< 
oo, 则 | 


lim , |F (at+iy) —F (a) |*da=—0, 


7 yer, 


其 中 , 卫 (z) 是 极限 函数 , 其 存在 性 是 由 前 面 的 定理 保证 的 . 
证 明 我 们 首先 证 明 Poisson HAC, y) 有 下 列 “ 半 群 性 
a, SF PEA Tr) Ry ye Ll, 8 


(6.7) Floti(ytm)) 一 | Plitiy) PCat, ys) dt, 


在 p=2 时 , 这 是 定理 3.9 的 直接 推论 ， 一 般 说 来 , 由 引 理 2.12 可 
EM, (24 p>0 时 )G(Gz 十 筷 ) = Flat+ilystys)) 在 Tr 内 一 致 有 
界 ， 现 设 9 是 一 个 连续 的 非 负 函数 ， 它 的 紧 支 集 食 于 / h, Ho 


”10) 由 第 一 章 推论 1.38 SHB, Bue Bia 上 的 调和 函数 , 并 且 对 一 切 y>0， 
A lu, WI pxe<oo Rt, ulw, Yi +a) 一 | ut, tn) Pa—t, yr) dt RUE 


目前 情况 下 , 我 们 必须 限制 是 全 纯 函数 ， 因 为 一 般 来 说 , APR- 
出 调和 函数 (也 不 能 是 多 重 调和 函数 ) 


WE p(t)dt 一 1( 这 样 的 p 是 存在 的 ， 因 为 荆 是 正则 的 )， 人 人 


YC) =f ety (tdi, 则 定理 3.1 ET YEH). Bit, 对 


一 切 s>0, G2) =p(e2)G (2) € H?(Tr). 于 是 根据 定理 3.9 便 
有 


(5.8) G(s+ ty) -| G.(t)Pla—t, WA. 


此 外 ， BHI |b) |<| erin (t)de<1 Fil lim y(ez)= 1, 这 些 
结果 连同 PO, y) CL (Wy), 二 十 二 一 1( 见 3.7), 使 我 们 可 以 对 
(5.8) 的 两 端 取 oO 时 的 极限, 从 而 得 到 
G(a+iy)=| G)P(e-t, y)dt, 

EA y yr, 那么 这 正 是 我 们 所 要 证 的 性 质 (5.7). 

RHE, ik ys 有 限制 地 趋向 于 0， ABA, 定理 5.5 的 (b) 就 能 保 
证 ,对 一 切 yET, 有 | | 
(5.9) Floti)=|, FOP, WW A 和 

所 余部 分 的 证 明 类 似 于 第 二 章 定 理 1.10， 且 是 以 核 多 的 性 
BG), ( 坟 ) 和 (iii) 为 基础 的 ,这 些 性 质 是 在 (3.8) 后 面 给 出 的 世 . 令 


or) mA 了 的 连续 模 . 顺 次 应 用 (ii)、Minkowski 的 寻常 不 等 式 
继 之 以 积分 不 等 式 以 及 (i), 我 们 得 到 


小 |F(w-+iy) —F(2)|?de)” a 
-(| 人 {F (a—t) —F(2)} Plt, y) dé " da) we | 

<(f, |f, O- —F@}HE, yi aa)” 
+ 小 


12) 实际 上 ,我 们 现在 给 出 的 证 明 , 可 以 用 来 证 明 (3.8) R. 


f {F (a-t) -F@)s PQ, y) dt” da)” _ 


Aa LA Pe CA ae SH SAI ER AOI h i A el HM : Pee re > 


<Í ({ FD Phd) PG, y)at 
iad NE, | | ; 


+f (|, IE- EC) rda) "FE, ya 
<{supo(|tD}| PG, ydt+2\F l Plt, Wat. 


AMG), | PU, ydi=1, 第 一 项 等 supe (|t|), 


所 以 当 6 足够 小 时 , 该 项 小 于 某 个 数 ， 壁 如 说 , 小 于 8 二 0( 见 第 一 
章 定理 1.18 的 证 明 ). 选 好 这 样 的 5 后, 性质 (ii) 就 保证 了 当 y 
在 二 内 部 趋向 原点 时 , 上 式 后 一 项 趋 于 0， 于 是 , 当 yE7 并 接近 


于 0 时 ,有 (| |P@+y)-F@)|dx)<e REM T E 
4. ] 


S6 进一步 的 结果 


6.1 本 章 的 大 部 份 内 容 ， 者 只 是 讨论 以 开 凸 锥 了 为 基 的 管 
上 的 情况 , 在 $2 里 , 我 们 证 明了 , 如 果 B 只 是 开 的 和 连 道 的 ， 那 
么 , 车 了 E32(Tp), WE BES Ts Hw le 上 有 一 个 解析 开 
WG, FHHGEH* (Le), 上 Fis 一 1Gls( 见 推论 2.4)， 这 个 事实 以 
及 本 章 §$2 的 大 部 分 结果 ,都 是 基本 表示 定理 (定理 2.3) 的 简单 推 
论 ， 至 于 我 们 只 考虑 凸 的 基 , 还 有 许多 其 它 理 由 。 有 一 个 古典 的 
事实 , 只 要 也 在 以 开 连 通 集 B 为 基 的 Ts 上 全 纯 , 则 五 必 有 一 个 
到 人 ze 上 的 解析 开拓 G (JL Bochner 和 Martin [1] 的 第 五 章 定理 
9)， 易 知 ，G 只 能 取 RAHA, 否则 , 假设 so 是 在 G 的 值 域 
中 而 不 在 F 的 值 域 中 ， 那 么 ， 我 们 就 会 有 一 个 Ts 上 的 全 纯 函 数 
1/(F —2), 它 可 以 经 解析 开拓 而 得 到 在 Tp 上 的 扩张 1/(G 一 6). 
这 显然 是 不 可 能 的 . 

这 些 事实 可 以 用 来 给 出 推论 2.4 的 另 一 种 证 明 ， 这 种 证 明 能 
把 相应 的 结果 推广 到 A? 空间, fin Pe HTa), hE LH), 县 
1 $28 + 


| AO Pa 二 对 于 En RNA 


P= fotig) =| PeiO2CD2 | 


于 是 得 到 一 个 Za 上 的 全 纯 函 数 f. 由 Holder KERA, |J 
本 一 | 到。 如 果 G 是 也 到 Tp 上 的 解析 开拓 和 ， 则 g(2) = 


f GO+HDROdt RRE f A Tao LEARI S K? x, 


ARER RAT A, A :ETa， 必 有 ELSIE a ART, 
Kh, 使 


; 1/2 
g(z) =Í Kat OLDdi = (| |G (2+) 区 二 
En By, 
h i . a 17/32 
= (| [we ， 


mA GEHT), H OP aS E lo, 如 果 pol, |All =1, 其 中 
G/Ð+G/D=i, WBE FC A(T.) 的 解析 开拓 G 属于 
ATs), HiG- lF, 这 个 结论 实际 上 对 所 有 2>0 的 情形 
都 成 立 ， 但 其 证 姥 要 更 困难 些 ， 它 要 几 到 这 样 的 事实 ( 当下 E 
五?(Ta)， p>0 时 ,log |F(+-+iy) |, fk y EB 的 凸 函 数 . 

6.2 Hs: 理论 还 有 另外 一 个 应 用 (特别 是 定理 2.3 的 应 用 ) 如 
F: 

设 Bt 是 E DARTE, OHM, B= {vE Bs 
-eE BY}, REAP RR POC HP Ts.) MF EMTs), 使 
得 

下 (2 十 20) 一 jim | P+ (a+iy) 


= lim FF (a+iy)=F-(#—@) 


yvEeB-,yo0 
几乎 处 处 成 立 ( 这 些 极限 按 '2.8) 所 述 的 意义 来 理解 )， 那么 ,存在 
一 个 解析 函数 五 , 它 定 义 在 以 BUBB HAAN SE LE, HRY 
“13) 不 难 证 明 , 后 一 积分 是 有 意义 的 ， 如 同 引 理 2.12 那样 , 先 考虑 一 个 子 集 BuC 
B, 我 们 可 以 假定 五 有 界 , AGAR. 那么 ,在 LENAN (En) PE k, R 
保证 了 G(g 十 们 h( 引 是 可 积 的 ， 这 足以 保证 实现 我 们 的 目的 ， 


r be? ， 


er ee EP Et i Pd a rH Et 3 PE i -re tr h a A oS? nt eR ae a ee sae ocean oars sot 


zET sp. 时 , F(z) =F * (2), 24 2E Ts W, F =F (2). 
为 说 明 这 一 点 ,我 们 首先 注意 到 ， 从 定理 2.3 可 知 , 存在 两 个 
函数 + 和 /-， 使 得 


Ft (2) — f griet ft (t) dt, 


F- (2) = | eriet f- (idt, 


由 此 得 知 ft 和 f- 都 是 Ft (a +60) (二 也-(w 一 i0)) 的 Fourier 3 
换 ( 参 看 与 (2.8) 有 关 的 讨论 ). 因此 ft) =f ILA aL. 
令 FO) MF ARS F f+( 引 ,并 利用 


S= yE En | | fC) gM < oo | 


是 凸 集 ( 见 推论 3.4 的 证 明 ), RIME, FO |, ASO dt 


Ts 上 是 解析 的 (这 里 Ts 是 一 个 集合 , CARY Bt UB 的 凸 包 为 
基 的 管 ), 并 且 了 了 (z) 在 Tsp: 上 与 了 +(z) 重合, 在 Tp- 上 与 了 ~(z) 重 


合 . 


至 于 有 关 的 结果 和 各 种 推广 ， 可 参看 Streater 和 Wight 
man? 

6.3 定理 2.11 可 推广 到 三 维 的 情形 ， 其 结论 可 以 叙述 如 下 
(3 E. M. Stein, G. Weiss, 和 M. Weiss"), 
O By FEF BCE 的 边界 OBL, 那么 , yo 是 一 个 非 限制 
TP We Pee ai CB, HI FEET), lim Pot ty) t L R 


义 下 存在 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 位 于 B 中 的 “顶点 ”的 有 限 集 
A V = {yi Ya e, Yay 和 go 的 一 个 令 域 入 ， 只 要 yENN88B, 上 且 
my 是 在 y 处 的 支柱 的 平面 , 则 oc, 至 少 包 含 六 的 一 个 元 素 . | 
“这 个 条 件 并 不 是 一 个 局 部 性 条 件 , 例如 , 4 B 是 一 个 圆锥 时 ， 
这 个 结果 表明 , OB 的 每 个 点 都 是 非 限制 I 收敛 的 点 . 然而 , 要 是 
截 掉 圆锥 顶点 的 一 个 邻 域 ， 所 余 的 边界 点 就 不 再 是 非 限 制 收 敛 的 
如 何 把 这 个 结果 推广 到 更 高 维 , 还 是 一 个 没有 解决 的 问题 ， 


10: 


6.4 mR PF 4 bE Ws ={[e=c+iyyr> Bc, 上 是 全 
纯 的 ,那么 , BRE w 轴 上 一 个 线性 Lebesgue 零 测 度 点 集 外 , 有 以 下 
事实 成 立 . 或 者 五 在 (xo, 0) 处 有 非 切 向 极限 , RAP 把 每 个 三 角 
ER 4(wo; wa B)={a+iye HI; |w 一 z0| 二 ay 二 B} 秽 密 地 上 映 入 复 
平面 . 这 是 古典 的 Plossner [1] 结果 的 一 个 特殊 情形 , 它 易 从 第 二 
章 定 理 3.19 $ n= 时 的 特殊 情形 导出 ,类似 地 ,第 二 章 定 理 
3.24 给 出 Plessner 结果 对 %v 维 的 一 个 推广 ( 见 Calderón [4]); 设 
EES, OR PET 中 是 全 纯 的 , BA, RA 的 一 个 零 
测度 子 集 外 ， 或 者 五 在 zo= (al, 22，…， 人 如 ) 处 按 各 变量 有 非 切 向 
极限 ， 或 者 它 把 每 个 笛 卡 儿 积 4(%o; a, B)= 4e; a, Bi) Xex 
4(wn; On, Bo) Ba ey dh BRA SOP TT, ieit, a= (a, …, on) A A= 
(r e, BAT. Bie, 若 L&R F =u 的 实 部 
在 和 集 SCB 中 的 点 处 按 各 变量 有 非 切 向 极限 的 话 ,那么 了 的 虚 部 
和 在心 的 几乎 每 个 点 处 也 有 这 样 的 极限 ， 这 十 因为 ,如 果 % 在 2 处 
按 各 变量 有 非 切 向 极限 , 了 就 不 能 把 4(w;a, PHRA Cr 的 一 个 笛 
FR. 

6.5 人 们 还 研究 过 另外 一 些 限制 收敛 的 概念 ， 为 简单 起 见 ， 
B I E E: 的 第 一 象限 , 是 Tr 上 的 一 个 函数 .如果 当 太 >0 时 ， 
(aot ty (t))—>Uu(ao) , RAT PR u TE wo Es 有 限制 曲线 极限 迟 (wo)， 
Ap, HR y(t) = (A), kd) ) (it 之 0) 是 连续 的 ， HORA AL FE 
严格 增加 趋向 ce 的 ， 同 时 200) =0=4(0), 我们 已 经 指出 ( 见 
第 二 章 (5.7)), L RZ SRK Poisson HA ulet iy) R — E 
LERT 26 Ho 都 有 非 限制 极限 ， 然 而 , 可 以 证 明 , 在 刚才 引入 的 
限制 曲线 收敛 的 意义 下 ,w(x 十 多 ) 是 几乎 处 处 收 合 于 f(w) 的 .这 
一 点 可 以 从 Zygmund[1], Vol. 2 给 出 的 证 明 做 适当 修改 而 得 
到 .我 们 还 可 以 把 限制 收敛 的 概念 推广 到 以 - 般 锥 为 基 的 管 上 ， 


13) 更 一 般 地 说 ， 我 们 可 以 考虑 按 各 变量 非 切 向 限制 曲线 极限 一 当 w+ iy (t) E 
区 域 Ya (T0) 内 部 趋向 V0 时 的 极限 ， 其 中 Ya (m0) 是 在 $5 开始 时 引入 的 ， 这 
里 , 读者 不 要 把 非 切 向 (或 切 向 ) 趋 于 m( 在 Tr 内 部 ) 与 4 一 4 非 切 向 (或 切 
向 ) 趋 于 0( 在 了 内 部 ) 相 混 . 为 简单 起 见 , 我们 在 此 牺牲 了 一 般 性 而 只 考虑 了 
二 维 情形 而 这 些 概念 在 % 维 情形 中 有 着 自然 的 推广 。 


‘Pl: 


‘Seite vi I A e. Ras oe mia ee te um. Poi osoac EOR Mpa TAR A ap o OT. E E me i. a a 


kumua ma ee 


从 而 得 到 定理 5.5 的 另 一 种 陈述 . (关于 这 一 点 ， 可 参看 定理 
5.5' 下面 的 评述 )8 2 中 构造 的 反例 表明 , 管 的 基 若 不 是 锥 的 话 ， 
情 倪 会 是 相当 复杂 的 。 关于 以 锥 为 基 的 限制 收敛 的 一 个 更 元 恰当 
的 说 明 , 可 参 兴 下文 6.8 中 的 例子 . 

6.6 定理 5.1 说 ,只 要 荆 是 第 一 卦 限 , 且 FEH?*(Tr), p> 
0, 就 对 儿 平 一 切 oe En, 存在 非 限 制 极 限 


lim Fl(wiiy)= F(s), 
0 


vel yo 


第 二 章 推 论 3.23 RUE T 4 polit, L?CH,) + om Re f WRK 
Poisson 积分 也 有 同样 的 结果 . 我 们 已 经 知道 , Æ SELE), 
可 能 没有 非 限制 收敛 性 . 但是, 如 果 我 们 再 假定 |f| agf NTG 
[fi =O BY, | f| Qog|f1)" ?为 0) 是 局 部 可 积 的 (fEL?(B,), p>i, 
MEXE), WA, f HA Poisson 积分 就 对 几乎 一 切 2€ 
E, jp BS il he oe + fle). (和 参看 Jessen, Marcinkiewioz 和 
Zygmund [1], ) 

6.7 — EWE T 叫做 自 对 偶 的 ， 如 果 它 的 闭 包 工 SEN 
对 候 锥 1 重合， 正则 锥 荆 的 一 个 自问 构 指 的 是 一 个 定义 在 召 ， 
bk, 把 全 映 到 了 工 上 的 线性 算 子 ， 了 的 自 同 构 的 全 体 构成 一 般 线 
性 群 GL(B,) 的 一 个 闭 子 群 2=>(L'). 车 了 是 可 迁 的 ( 即 , 对 于 
T 中 的 任意 w 和 34% 有 一 个 自 同 构 pE>, 使 pmp=y), HT ÆR 
WARY, 则 称 T AEC) 区 域 . 除 一 个 特殊 的 低 维 锥 外 ， 所 
有 的 正 性 区 域 都 可 以 看 成 下 面 四 种 常 被 称 作 “古典 区 域 ” 的 正 性 区 
域 的 直 和 ( 详 见 Koecher[1], Rothaus[1] #1 Vinberg[1}). 

Ci) 前 向 光 锥 ， 这 是 一 个 锥 OCE, n>, EWH- 
2 一 -一 修之 0, H >00 RA s= (a, Ga, =, Dn) CHAAR, A 
TIRE 2 = On) VU) H 一 切 使 双 线 性 型 4 y) = Y1 Dofa— Mm Bin 
和 1 > O RRE (ARARE Hh BO) RETE p 组 成 . 

Ci) 如 果 对 其 个 正 整数 m, A n=m(m+1)/2, 则 我 们 可 以 
UA 等同 于 一 切 wrxm 实 对称 矩 阵 的 向 量 空间 ， XN, Sac 
E, 是 一 切 正定 实 对 称 矩 阵 组 成 的 锥 、 自 同 构 群 了 一 2(Sm) 可 由 
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一 般 实 线性 群 GZ( 召 。) 如 下 得 到 ， 对 于 每 个 ws 上 的 非 奇 异 线性 
变换 g, 对 应 着 Se 的 自 同 构 p=py, CIB wEB, RR pa = gog" (此 
处 ,9 E g RRE). E Sn 上 的 管 Ts,, 即 所 谓 Siegel 广义 上 着 平 
面 ( 当 m=1 =n f, Xt we Loe A). 

(iii) 4 n=m? tt, AA HL, 9 mxm 复 Hermite 和 矩阵 
( 即 , E mxm BE o SPRITES OHERA. 
Hf, HmCEn, 是 一 切 mxm E eB Hermite % E HA JRH gE, 
D(H m) SAA- SER GO(C, FBS). HAFEN Cn 上 
的 非 奇 异 线性 变换 9， 对 应 着 Hn 的 自 同 构 p=po 它 把 oe E, W 
Bi gog". Web g" 是 g WISER rE. 

Civ) 34 n=2m?—m 时 , 可 以 认为 En 5 m xX m 四 元 Hermite 
矩阵 的 实 向 量 空 间 等 同 ， 则 QnmCE 是 一 切 正 定 mxm 四 元 
Hermite 矩阵 组 成 的 锥 ,2(Qm) 可 以 从 一 般 四 元 线性 群 如 下 得 到 . 
对 2€EB,, 令 p= geg", EH g AEA RH mx m Palau 8 R 9 的 四 
TOF HL Be . 

与 这 些 锥 相伴 的 Cauchy 核 和 Poisson 核 可 以 直接 计算 . 当 
2 十 好 是 以 前 向 光 难 为 基 的 管 To, 的 点 时 ，Poisson 核 在 该 点 的 值 
是 . | 


Y, yn/a 

{{(@, Œ) — (y, y)l?+4(a, y) F” 
=c (y, yr? 
而 当 atiy ETsn 时 , P(w, y) =a, {det y/|det(a+ty) |}, 34 
otiyeT a, t, Plo, y) =a, {det y/|det(a+éy) |F. HFEA 
FER do + 1444+ jae + hag = (to +Jja1) +ilaa+ jas), SWAT BM 
域 上 的 2 x 2 Hae _ 

(a 

B aj 


HH, a= (ao+jae), B= (41 十 j4s)， 这 是 一 个 同 构 对 应 , 并且 可 以 
扩张 成 mxm 四 元 Hermite jie e 和 复 系 数 (2m) x (2m) 矩阵 
2 之 间 的 对 应 ,按照 这 种 对 应 ,对 wiy ETen, 我 们 有 


F(a, y) = Cy, 
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Piw, y) =q, {det y'/|det(a’ +iy’) 2pm Di 
6.8 在 6.6 中 所 述 的 关于 了 7 是 第 一 卦 限时 的 结论 , 对 于 一 
自得 锥 是 不 成 立 的 。 事实 上 , 既 使 对 于 LCA) (p>) hi R, 
其 Poisson 积分 也 可 以 不 是 非 限制 收敛 的 .例如 , 当 上 一 CO 前 向 
光 锥 ),n 之 3, H T<2Dp< co 时 ,就 存在 着 JE LE,), 它 对 于 几乎 一 
切 wEB, 当 YET 而 无 限制 地 趋向 0 时 ,有 | 


lim sup u(#, y) = lim sup| ， Pia—-t, uv f()dt=oo, 


(KL Stein ALN. J. Weiss[1]). 但 是 ， 当 我 们 考虑 的 是 限制 收敛 ， 
且 管 的 基 荆 是 6.7 所 述 的 情形 之 一 时 ， 则 6.6 的 结论 是 肯定 的 . 
实际 上 , 如 果 f ELE), pel, 那么 ,对 几乎 每 个 Ez,, 当 yET 
受 限 制 地 趋向 于 0 时 ，Poisson R 4 ule, y) MAT fo) (参阅 
Stein 和 NN. J. Weiss[1] ). | 

6.9 古典 的 Cayley 变换 是 一 个 线性 分 式 变换 刀 = (2 i)/ 
(z 十 从 ， 它 把 上 半 平 面 映 到 单位 圆 盘 [w <i E. 6.7Gi) pare 
的 对 应 于 Sm 的 Seigel 上 半 平 面 ， 可 以 由 广义 Qayley 变换 映 成 
“Bh” D—- E ww <1 mx m 复 对 称 矩阵 w fe HY BB, 
Herp I fi mx m 单位 矩阵 ， 广 义 Cayley 变换 是 由 双 一 (2 一 红 ) x 
(2+01)A(z=a+iyeTs,) Bw, RORY, “FRR RRO” {z= 
etiyeC,; y=0} PMO AEM. 对 于 6.7 中 所 介绍 的 其 他 
古典 区 域 上 的 管 ， 也 有 类 似 的 变换 ( 见 Bochner (1], Pyatatskii- 
Shapiro[1]，Kor&nyi 和 Wolf[1]1)， 这 些 管 的 象 组 成 Cartan 有 
界 对 称 区 域 的 一 个 重要 子 类 ( 见 Hua[lt] 和 Helgason[1]). 

6.10 A DEWE ww<I ym x m BM w A EK 
域 . 我 们 可 以 把 DD 作为 O 中 的 区 域 来 考 虚 ， 我 们 说 , 一 个 复 值 
KA F AT APD) (p>0) , 如果 它 在 了 内 是 全 纯 的 , 上 且 对 于 0< 


p< 卫 有 | ,IFCpw) 1?du<M<co， 其 中 以 遍及 西 群 U, du EN U 
上 的 Haar 测度 元 ， 可 以 证 明 ,对 于 也 E H?(D), p>0, A; G) 对 
LPB UCT, limk (ou) = Pw) Hts Gi) 当 p>1 时 ， 
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REOR — F (u) |? du—>0, ` 


在 任何 Reinhardt 圆 形 域 上 ,也 有 类 似 的 结果 成 立 , 因 而 对 Cartan 
有 界 对 称 域 也 有 类 似 结果 (参看 Bochner [5]), 4 D fe > Me 
{= (2 22, >, Za) E Cu Izl <1, j=1, 2, =, aint, 空间 H?(D) 
(2p>0) 则 由 定义 在 刀 上 且 对 0<r;<1, j=1, 2, …， n, HR 


2m ox 
. | -| | F (rie, soe, Tnet) |?d04---d0, <M <0 


的 全 纯 函 数 了 了 组成， 类 似 地 , 当 D 是 开 单 位 球 {z= (ar, …, WE 
Crs |a|? znl <i, 定义 在 D 上 的 一 个 全 纯 函 数 了 叫做 


属于 H?(D), 如 果 对 0<p<1, 有 | |F(or') |’ <M <co, RH, 


也 的 边界 OD 可 以 看 作 是 与 He 的 单位 球面 Yor 等 同 , 而 dz 则 
是 曲面 面积 元 ,在 这 些 情况 下 ,我 们 可 以 加 强人 与 () 的 结论 ,使 
之 包含 趋 于 边界 时 的 非 切 向 收敛 性 ， 当 DD 是 多 圆柱 时 , 逼近 可 以 
是 “ 非 限制 ”的 ， 也 就 是 说 , 半径 ra Ta, e, ta 可 以 独立 地 趋 于 工 
CH HL Zygmund [1] fl [3], ,也 可 参见 Koranyi[1]). 


6.11 HD BRM fe- Ce, a os a)i a> Blah, h 
wi” (41-4) /(1 +4), Ww; =2z;/ (z; +ô), j=2, e, N, 给 出 的 映射 
Zz 一 w= (Wwi1， Ws,…, Wn) 把 DD 变 到 开 单 位 球 joe Gy Swi) 


内 (m=1 时 ， 这 个 映射 就 是 Cayley ER). A D ZEIA hE 
上 管 域 的 一 般 类 已 经 在 Pyatetskii-Shapiro[1] 中 引入 , 并 被 称 为 
第 二 类 Siegel 区 域 (也 可 参看 Kor&bnyi[2]). 对 于 这 种 区 域 推广 
定理 5.1 的 H? 理论 ,可 以 在 Stein[6] 中 看 到 . 

6.12 nx rik RQ=Q= {yE En 0<y <1, j=1, 2,…, n} 
上 的 管 具有 第 一 卦 限 上 的 管 的 许多 性 质 , 例如 , 对 村 前 者 ， 有 类 似 
于 定理 5.1 的 结果 : FEH), p>0, X yok RIA W 
在 几乎 每 个 4€ ,处 , 了 按 各 变量 有 非 切 向 极限 了 (w+iyo)、， 特 
别 地 , MILE EE CCH, A ,dim Paty) 一 了 (zw 十 byo). MH, 
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当 yEQ EMF oo Rt, A) Eai) ~F erie) |" da RF À, 


A oie 5.1. 其 中 上 半 平 面 的 地 位 由 带 状 域 tem ot ty 
cE HE, 0<y<i} 代替 , 而 定义 在 该 区 域 边界 上 的 函数 了 的 
Poisson. 积分 由 公式 

uls ) 


2 -<L coshat--cosmy cosh xtt eos ry 
给 出 ( 见 第 五 章 引 理 4.2 证 明 后 而 的 评述 )， 借助 于 适当 的 线性 变 
换 ， 我 们 还 可 以 把 这 一 结果 推广 到 定义 在 以 多 面体 为 基 之 管 上 的 
函数 的 H 空间 ， 于 是 ， 得 出 定理 5.5( 和 定理 6.5 的 下 述 推广 
PCH (Ts), p>0, Eh B&E 的 一 个 开 凸 子 集 ， 加 是 
B 的 边界 上 一 点 , 则 对 几乎 每 个 %€B,, 限制 极限 
lim „F ety) = F (a@+ yo) 


YY 


存在 ， 养 且 , 当 yEB 限制 地 趋向 如 时 ， 
| [F@+iy) — P(etiyo) |*de-> 0, 


6.18 在 本 章 第 8 节 , 我 们 曾 引 入 与 各 正则 欠 荆 CE 相伴 的 
Poisson 核 ， 它 是 把 与 上 半 平 面 ( 即 以 实数 集 工 Bi 为 基 的 管 ) 相 
伴 的 古典 Poisson 核 和 Cauchy 核 之 间 的 关系 挫 广 到 维 而 得 到 
的 .这 种 类 型 的 其 它 关 系 也 是 存在 的 ， 下 式 可 能 给 出 了 其 中 最 简 
单 的 ， 


1 


Kah) =~ Bro +i) 


wil Y g 2 
Ac Typ) | way) | 
-5{P(, y) -iQ (i, Y)}. 


Mitt, P@, 四) 一 303{K (s-iy)}. 称 核 A, y) =2.97(K (a+ty)} 
Jt Poisson 核 ， 正 是 这 种 关系 促使 我 们 把 


P(w, y) ~2Re{K (a +iy)} =2Re i terion at| 


和 Qa, y) =29{K (a+iy)} = asdf guerun de | 


作为 与 正则 锥 CEH, 相伴 的 Poisson HAMIER, Poisson 核 的 推广 
Kee. Bin, T 是 Bs 的 第 一 象限 时 ， 
P(a1, va; Yı, Ya) — Pv, y) 


1 Yiya — 一 Zi 
m? (æi 二- Yi) ) (a8 +y2)° 


特别 地 ， 我 们 看 到 Po, gy) 未必 是 正 核 。 正 因为 这 一 点 和 其 它 一 
些 理由 ，P(w, g) 并 不 是 一 个 令 人 满意 的 恒 等 逼 近 ， 不 过 , 它 可 以 
与 @(w, 9) 一 起 用 来 说 明 五? 函数 的 实 部 与 虚 部 的 相互 关系 , 以 及 
与 它们 的 边界 值 之 间 的 关系 . 

ME TCE, 是 正则 的 西 开 锥 , 令 x* 表示 其 对 侦 锥 "的 特征 
HR, sen" 表示 T" HAS HR. LCI” 时 ,sgn' t=l;, 一 ET 时， 
sgn"i 一 一 1; 在 其 余 各 处 ,gn*t 一 0， 从 上 述 定义 立即 可 得 

Po y= f orto G) +x" ~] 


Qa, y)= if ometani [p(t) — x° (—t)]dë 
= — 4 | g Tieto TIV gon" t dt, 
那么 ， 对 每 个 yET, P 0) =E HDE i QE) = 
(一 sgn tje rn Be ft PPC, y) AI Q=Q(*, yy Fourier 
变换 之 值 . 


ABR Put+weH*l), WEE 3.44, 边界 人 
im | F (at+iy) =u(a) +i0(a) 

存在 ， 我 们 不 难 证 明 下 列 结 论 : 

(i) 对 一 切 zETr, F@)=[ 2K (e-u ae, 

(ii) 4zETr Hf, 0) =v(@+wy) an ae, yulgi, 
且 其 边界 值 2(z) 和 w《%) 满 足 关系 式 oH 一 (一 i sgn” dat), 

(ii) —P KE A že ve LH): LO Lr) fi R Be PY 
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L? 边界 值 了 (zw) 一 lim #(ae+iy) HY SERB, 1 E ult) 在 
I* (— 2") dp LAR ARAL A 0, peib, —T*= {tE En tE Ll}, 

取 (i) 的 虚 部 ， 立 即 可 得 (让 ) 的 前 一 部 份 结论 。 (这 ) 的 后 一 部 
份 可 从 对 等 式 两 端 施 行 Fourier ER, HR y cl 趋 于 0 时 的 极 
限 而 得 到 ， 如 虹 久 EF(B,) 是 一 个 FEH3(Tr) 的 边界 值 之 实 部 ， 
则 由 (让 以 及 Cauchy 核 的 定义 可 得 ,对 一 切 2E Tr, 


Ps) =2| | K(e-€)u(E)dg=2{ | dem at. 


我 们 注意 到 ， 在 任何 情况 下 ,这 样 定义 的 BERET 
(这 由 定理 3.1 可 知 ), $ E E N X R ule) =u) T 


| P(a—€, yjul€)d&, 于 是 , 取 Fourier 变换 


ty CE) =e ty" CE) +7"(—t) u(t), 
由 此 立即 可 得 (ii 至 于 人 ,可 在 等 式 ， 


一 | KG-OF EdE 


两 端 加 上 O= | Kee) FEE 而 得 到 。 这 前 一 个 等 式 可 从 


定理 3.6 推 得 ， 而 后 一 等 式 则 是 定理 3.1 和 Cauchy 核定 义 的 简 
单 推论 . aas 

6.14 %n=1, 也是 正 实 轴 时 ， 每 个 实 值 函数 VE L(A) = 
72( 一 co，eo) MARR F=u+ive HEH 的 边界 值 之 实 部 ， 
这 可 由 6.13 Z (iit) m I" U (-—I") = (00, 00) =H, 直接 推出 . 
根据 (ii) 和 Plancherel 定理 ,我 们 看 到 映射 ->» 是 有 意义 的 ,并 
HÆ (21) 的 一 个 等 距 上 映射 (实际 上 , 它 是 西 变 换 )， 这 一 映射 称 
为 Hilbert 7%, 我们 将 在 第 五 章 第 2 节 中 证 明 ， 对 荆 <p< oo， 
Hilbert 变换 可 以 定义 在 I?(B1) 上 , 并 且 是 到 Z2( 瑟 的 一 个 有 界 
线性 变换 ， 这 个 事实 等 价 于 : 存在 一 个 常数 Apo, 只 要 uti 
Ra Fe ACES) RRR, 就 有 


Jolp=(f" lace) pae) <4 (| 
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ula) |?dz) = Ayluly, 


这 就 是 著名 的 M. Riesz 不 等 式 ， 这 个 一 维 的 结果 可 以 推广 到 m 
维 , BD, 
 # F=u+iwE A(T), 1<p< 吕 ， 其 中 械 是 加 中 的 一 个 
FOE. 则 存在 一 个 常数 A, < oo, ER y ET y= 0( 这 个 极限 
值 可 按 定理 5.6 的 意义 来 取 ), 有 


(fp, PEH) rae) "<A, (f, eatin ae) ? 


经 坐标 变换 ， 我 们 可 以 把 它 化 成 射线 (ns, 0, =, 0) (mi >0) 属于 
T 中 的 情形 。 meRBeyer, Hn=(n, 0,…, 0), m>0, W 
y 十 mET, 并 且 根 据 一 维 的 结果 ,有 | 


| | |v (vit iyi tin, mre, vn on) | Pde, 


S As | [uls + DY1 十 iNi, t, Un + Yn) | Pdr, 


现在 在 等 式 两 端 都 对 ta, 0, On 积分 ， 然 后 令 0, RAAME 
的 不 等 式 、 至 于 在 y 一 0 HRE, H i H eyer 趋 于 0 而 得 
到 . 
6.15 设 太 是 任 一 不 合 ( 整 条 直 ) 线 的 开 凸 集 ， 假设 p 皇 K， 
了 是 由 pp 和 生成 的 锥 . 则 并 不 包 合 任何 ( 整 条 直 ) 线 .为 说 明 
一 点 ， 我 们 先 假定 n= 二 2. SRK 的 支撑 线 ， 它们 或 是 都 平行 
(这 时 , 五 必定 会 包含 这 样 一 条 线 ); 或 是 有 两 条 固有 相交 直线 , 它 
们 的 交 决 定 了 一 个 含 K BHEL, Lo PRA KA. 那 
4, 所 要 证 的 Z 的 性 质 就 是 显然 的 了 .现在 再 设 a>2, HI BL 
中 的 一 条 线 , Rose) A pK, id K =K No, =r N, 
TH, K’ BAR, HPR. 此 外 , 4 是 由 天 和 了 产生 的 
ERT 包含 1， 这 就 与 证 明 过 的 n=2 WEA. 
6.16 如 果 开 凸 锥 二 不 含 直线 , 那么 , 4 必 是 正则 的 ， ME 
理 3.1 便 可 推 知 ， 互 "Zn 含有 不 恒 为 0 的 函数 . 为 证 明 对 2 的 
这 个 论断 ,我 们 要 利用 工 一 (三 )”( 见 Rockafellar[] ,定理 14.1), 
假如 六 没有 内 部 , 则 它 就 将 包含 于 一 个 超 平面 之 中 , 这 区 会 推出 
包含 一 直线 , 因而 了 就 包含 一 直线 . 
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文献 注释 


H? 室 间 古 典 理论 的 基本 结果 可 以 在 Zygmunt tapa. 管 上 
WY) Al? 理论 是 Bochner 首先 研究 的 ， 基 本 结果 (定理 2.3) 就 是 属于 他 的 ( 见 
Bochner[8]). § 2, § 3,85 中 的 许多 结果 在 Stein, G. Weiss 和 M. Weiss 
的 [中 给 出 ， 与 凸 锥 相伴 的 Cauchy 核 是 由 Bochner5|A RICO), E 
对 相应 于 古典 定义 域 的 锥 的 情形 直接 计算 了 这 个 核 ， 至 十 Paley-Wiener 定 
理 在 n 维 的 其 它 各 种 推广 ， 可 参看 Plancherel and Polya [1] 和 Stein [1]. 
(6.5) 中 措 述 的 曲线 限制 收敛 的 概念 是 Calderón 和 Zygmund[1] 建 立 的 . 关 
于 Hilbert 变换 的 基本 结果 , 在 Titchmarsh[2] 和 Zygmund[1 中 纵 出 ， 早 期 
研究 多 复 变 A? 理论 的 文章 , 可 参阅 Bochner[2], Zygmund [3] 和 Bochner 
[5]. MIF ORBCHTA, 可 参看 Valentine[1i] 和 Rockafellar[1], 
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第 四 章 Fourier 变换 的 对 称 性 质 


Fourier 分 析 与 欧 氏 空间 的 平移 交换 群 有 着 紧密 的 联系 .但 
假如 仅 限于 研究 与 这 种 平移 结构 有 关 的 问题 ， 我 们 就 得 不 出 什么 
在 局 部 紧 Abel 群 上 抽象 调和 分 析 中 所 没有 的 结果 ,同时 也 就 失去 
了 它 许 多 良好 的 普遍 性 ， 然 而 欧 儿 空间 上 的 调和 分 析 是 比较 丰富 
的 ， 这 是 因为 它 与 若干 种 变换 都 朋 联 系 : 伸缩 、 旋 转 和 平移 .这 种 
联系 在 我 们 讨论 调和 函数 和 全 纯 函 数 时 已 有 所 显露 . 现在， 我们 
希望 弄 清 楚 Fourier 变换 与 伸缩 记 旅 转 之 间 的 进一步 联系 。 

研究 这 个 问题 的 起 始点 是 . 在 伸缩 变换 下 ，Iourier 变换 有 非 
常人 简单 的 规律 WH Fourier 交换 与 旋转 变换 可 交换 。 这 后 一 性 
质 导致 ZP( 豆 ,) 直 和 分 解 成 许多 部 份 ， 在 每 一 部 份 上 ， 对 于 旋转 ， 
Fourier 变 换 都 以 特定 的 方式 进行 . Fourior 变换 保持 着 这 个 直 和 ， 
而 且 它 在 每 一 部 份 上 的 限制 可 以 特 同 于 一 个 古典 的 Bessel 变换 . 
这 个 分 解 是 通过 极 坐 标 得 到 的 , 它 使 我 们 第 一 次 能 在 En 的 单位 球 
面 上 分 解 7Z2 HAS. FH, 这 一 分 解 是 利用 齐 次 调和 多 项 式 证 
单位 球面 上 的 限制 得 到 的 . 镁 上 述 观 点 ,研究 这 些 球 调和 函数 是 
非常 自然 的 , 因为 Laplaco 算 子 既是 平移 不 变 的 也 是 旋转 不 变 的 ， 
而 这 些 多 项 式 的 齐 次 性 反映 了 伸缩 的 作用 . 

本 章 安排 如 下 ; 第 1 节 处 理 二 维 情形 , 这 种 情形 特别 简单 ， 因 
为 单位 球面 上 ?的 分 解 是 按照 一 维 平方 可 积 函数 的 了 ourier 级 
数 展开 而 得 到 的 在 第 2 节 中 ， 以 建立 球 调和 函数 的 理论 来 把 
MPRA Bee, 在 第 8 节 中 ,， 先 研究 径 向 函数 空间 一 一 在 
ERTL, 分 解 中 最 简单 的 被 加 项 ， 再 处 理 下 和 分 解 的 其 余部 
份 。 第 生 节 阅 述 这 一 理论 的 某 些 应 用 ,包括 位 势 理论 和 奇异 积分 
中 的 几 个 重要 等 式 ， 在 那里 ， 伸 缩 和 旋转 的 相互 关系 是 很 明显 
的 ， 
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Li a IE ieee =" ee aoro’ = mrp FO m erraram na O- 
are ee oh ps pp er mt ~ A cae ie aap el = -o m. + i +7 +- a 


$1 将 (Ez) 分 解 为 Fourier 
变换 下 不 变 的 子 空 间 


本 章 的 主要 目的 是 要 更 为 详细 地 研究 Eb Be AY Fourier 
变换 。 我们 将 通过 以 下 方式 来 研究 : 找 出 2(,) 的 一 个 自然 的 直 
和 分 解 , 它 在 Fourier 变换 下 保持 不 变 , 然后 详细 分 析 Fourier 变 
换 是 如 何 作用 在 每 个 被 加 项 上 的 ， 这 样 , 我 们 就 会 导出 Bessel K 
数 和 球 调和 函数 的 基本 性 质 ， 这 些 内 容 不 仅 对 调和 分 析 的 其 它 方 
面 , 而 且 也 在 分 析 的 其 它 分 支 中 , 有 着 基本 的 重要 性 . 

在 一 维 情形 中 ,2(B1) 有 一 个 简单 而 自然 的 分 解 。 将 函数 f 
DER S= fo 十 fo。， 其 中 fo 一 [f(z) 十 (一 2)]/2 为 偶 部 , fem 
[f(z) 一 f( 一 2)]/2 为 坷 部， 上 容易 看 出 , 奇 函数 子 空间 和 偶 函 数 子 
空间 在 Fourier 变换 下 是 不 变 的 , 它们 彼此 正 交 , 且 其 直 和 就 是 全 
72( 杞 )， 这 些 性 质 显然 在 m 维 中 也 是 成 立 的 ， 在 下 面 我 们 考 呀 
函数 的 偶 部 在 高 维 中 的 推广 时 ， 将 会 出 现 一 个 虽 较 复杂 但 其 为 有 
趣 的 情况 ， 给 定 一 个 在 E, 上 局 部 可 积 的 函数 f, 它 的 径 向 部 份 9 
ENF: | 

pa) =-=] farde, 


这 里 , 我 们 按 过 去 的 约定 . r= jel, 2 =ge/r(%4 #0 RI), wni 为 
BE, 中 单位 球面 Ze + 的 面积 . 显然, p 是 径 向 函数 ， 即 2 RMT 
r=|c|, RBA, 4 n=1 kf, p= fe. | 
径 向 函数 这 个 概念 , 在 采用 极 坐 标 时 ， 当然 是 很 自然 的 ; 在 研 
究 Fourier 变换 的 作用 时 ， 它 也 是 很 适用 的 . 这 一 点 可 通过 下 面 
的 论述 看 清楚 ， 而 由 此 论述 可 推出 径 向 责 数 的 Fourier 变换 也 是 
径 向 函数 。 首先 我 们 注意 到 , FRED, 上 的 函数 是 径 向 的 ， 当 
县 仅 当 对 一 切 %E ,和 召 , 上 的 一 切 正 交 变换 Yp, 有 f(pn—f(a), 


1) 我 们 回忆 一 下 ,说 Pp 是 正 交 的 , 如果 它 是 定义 在 En 上 的 线性 算 子 , 县 对 En 中 
一 切 2, y, 保持 内 积 : c@-py=a-y, det o=1, MR 为 一 旋转 。 当 % > 工时 ， 
下 述 结论 也 是 成 立 的 :了 是 径 向 的 ， 当 且 仅 当 对 一 切 旋转 p 和 一 切 vE En 有 
Hp) =F (a), nn 


pa. 


对 于 正 交 变换 来 说 , Fourier 变换 有 以 下 基本 性 质 ; 

定理 1.1 Fourier 变换 多 与 正 交 变换 是 可 交换 的 ， 不 是 说 ， 
车 Pp 是 一 个 正 交 变换 , OR, 是 把 E, 上 的 函数 了 喘 成 函数 9 的 映 
Bt, g TE aE En HUA gC) = (R, f) (2) =f (px) , W34 f ELEn) 
时 ， 

9(t) = (Fy) (t) = (FR, Sf) = (BFS) E) 
=(F f) (pt) =f (pt), 

即 算 子 F 和 BR, 可 交换 , FR,—R,F. 

证 明 由 于 p 的 共 思 算 子 也 是 它 的 道 算 子 ， ERE w= 
po 的 Jacobi 行列 式 是 1, 于 是 我 们 有 


g(t) =|. oH" F(pa)da={ . garit pw f(w) dw 


-人 omen £(w)dw— F (ot), J 


因为 对 于 E, 的 两 个 点 Vi, Ta, 只 要 |æ | = | za | ， 必 有 一 AN IE AE 
变换 o, 使 pm= va, 故 立 即 可 得 我 们 曾经 谈 到 过 的 Fourier ERN 
性 质 ， 

推论 1.2 #7 #B LCE, h JAR i 函数 ， 则 f 也 是 径 向 的 . 

这 个 结论 显然 可 以 推广 到 LE). WA, 我 们 只 要 考虑 那些 
与 径 向 函数 几乎 处 处 相等 的 函数 所 组 成 的 子 空间 O° 以 及 人 的 正 
交 补 ， 就 得 到 LLL) H-t+ HAS, CE Fourier 变换 下 保持 
不 变 (这 是 Plancherel 定理 的 直接 结果 )， 因此, 我 们 自然 会 问 ， 
能 否 把 与 径 向 函数 空间 正 交 的 函数 空间 简单 地 描述 出 来 ， 以 及 能 
否 对 这 个 函数 空间 上 的 Fourier 变换 的 作用 了 解 得 更 为 详细 . 我 
们 首先 在 二 维 情形 中 来 考虑 这 些 问 题 . 

我 们 在 LED HR S, E Bs 中 的 点 (w, y), 按 标准 记 法 记 
作 复 数 ot+iy=2=—re", 由 Fubini 定理 可 知 ,对 几乎 一 切 r, fre”) 
定义 了 一 个 9 的 平方 可 积 函数 。 因 而 , 我 们 有 Fourier 级 数 展开 


(1.8) FEND fale, 
CME ILE r, BL? MOOT f (re), Hh, 还 有 
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etaha em > m a rhe AE LAN de E da © meke aa ITE ae Ee OE amA aem oa amme E. > van e a e e Re T E e 


SY | ful) = 2a) | fe) |? a8 
几乎 处 处 成 立 . 因此 ,根据 Lebesgue MERNEM, 有 
timh” $ | fxr) rar= [| IF (me) 1? a9} rar 


-fl 
carers k=0, Fii +2, +++, 我 们 就 得 到 
dz 


n= 


= lim 2x ("| ane © LA Gre daj- SiG) rar 


此 去， ei ea oC, il, +2, +++) 所 满足 的 正 交 性 关 
RA, 表明 我 们 有 直 和 分 解 : 


(1.4) L*(Bs)= >) oer, 


Hert, © IEP: (2) = (re? MIAME [LF rdr 
<% TARAL PAL h 这 个 符号 与 前 面 用 过 的 是 一 臻 


的 ， 在 前 后 两 种 情况 下 ，S" 都 恰好 是 那些 几乎 处 处 等 于 径 向 画 数 
的 生 方 可 各 函数 的 子 空间 而 县, 我 们 从 {1.4) 还 看 出 , SHES 
补 是 子 空间 O° 440) HA, 

我 们 知道 ，Fourier 变换 把 $ RAES. 容易 看 出 , CEE 
每 个 子 空间 OY (k= +l, +2,-) 上 映 入 自身 ， 首 先 设 g 属于 SN 
LO (E>), 并 对 固定 的 $B, S hz) =g(e*2). WH hz) =e 9) Ht 
几乎 一 切 2 成 立 ， 另 一 方面 , HU e* HERE 五 * 的 一 个 旋转 , A 
因 Fourier 变换 与 旋转 是 可 交换 的 (定理 1.1)， 于 是 我 们 得 知 ， 对 
—Yw M 6, 有 

gob) =h(w) =eG(w), 
2) 这 个 直 和 意味 着 : 每 个 子 空间 G 在 LE) 中 是 闭 的 、 相 互 正 交 的 , 并 且 它 们 
张 成 的 线性 空间 的 闲 包 包含 La. 
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设 包 =7 之 0, 我 们 便 看 出 , 9 也 属于 OS hT ON Ce.) EF 
空间 4* 中 向 密 ，, 所 以 Fourier 变换 将 各 子 空 间 OMAR. 再 
根据 Plancherel 定理 ,就 可 推 知 , 一切 子 空间 O° 是 相互 映 上 的 . 

因此 ， 我 们 找到 了 I2(E,) 的 一 个 直 和 分 解 ， 即 (1. 4), 它 对 
Fourier 变换 保持 不 变 。 这 就 回答 了 我 们 的 第 一 个 问题 。 ATA 
答 第 二 个 问题 ， 我 们 来 较为 详细 地 研究 一 下 Fourier 变换 是 如 何 
作用 在 每 个 子 空间 OO” EW. 

HES" ye f, Uf MILE c= re? 必定 具有 形式 fl) = 
hme Af E ERT O, 故 它 也 有 类 似 的 形式 ， 也 就 是 说 ， 
对 几乎 一 切 w= Re”, fw) =F (Re, 假设 是 可 积 的 , 我 们 
来 直接 计算 Fo HEB SRT HED BPAY a a). Sw 
Re*= R, RNA 


Fo(B) 一 f (Re*) — [F | arenes a dr 
kof” J 

=(=)" 2a fol) | 

于 是 我 们 看 到 , EH Jo ER P(N BARARS, 包含 有 


9 的 函数 ete 的 Fourier 系数 ， 这 些 依赖 于 t 的 系数 就 是 熟知 
的 Bessel 函数 JC), MEN 由 式 


Jx(t) == 二 | or singe 一 这 他 CO 


2 iis ING, “a6 | a” dr. 
v VJ 


定义 了 Bessel 函数 Ju, k=O, +1, £2, =, EAR ERE 

换 , 我 们 就 得 出 一 个 对 一 E 

(1.5) J) =(— 1)" Ct). 

于 是 ,我 们 可 以 把 作用 在 $&x* 上 Fourier a ah) EEE aA R TF., 
定理 1.6 设 了 属于 LDE), H f) = for), XE z= 

re®, 则 f(w) = Fo(R)e™, Het w= Ret, 


F(R) —2ne K fo(r) J (20 Rr) rdr 


- 2 6 i)" p for) J, mRr)rdr, 


ds Ba b aoa ER me 


$2 RAW HK 


为 了 把 上 述 分 解 推广 到 " 维 , 需要 能 把 定义 在 单位 球面 上 的 函 
数 表 成 类 似 于 Fourier 级 数 展开 的 形式 , 这样 ,我 们 便 能 对 fæ) = 
j xz) 得 到 类 似 于 民 .3) 的 结果 ， 我们 证 明 这 是 可 能 的 ， 只 需 用 称 
之 为 球 调和 函数 的 函数 类 来 充当 指数 函数 e (K=O, £1, £2, ---) 
的 角色 。 在 定义 这 些 函 数 之 前 ， 我 们 先 简单 考察 一 下 三 角 级 数 


3(0) = > oe 
我 们 把 该 级 数 看 成 是 对 条 部 分 和 序列 
8,(0) = > Cpe? = Co 十 > (eye tere), 
在 cp~c_x 时 ,这 些 和 是 实 值 的 .此 时 , s,(0) 是 多 项 式 各 (2) 一 co 十 
2 Di ozlem re" CARER ERMA 1 上 的 限制 . 因为 对 


复 系 数 C1, ca,…, Co 未 加 任何 限制 , A co 可 以 是 任何 实数 , 所 以 ， 
(z) 一 《ww 十 iy) 便 是 变量 wz My 的 任意 一 个 m 阶 实 调和 多 项 式 . 
BINH co 和 Ref{cw 中 二 gr (2) (= 二 2, …) 便 是 广义 齐 性 5 阶 

实 调 和 多 项 式 . 那么 ,线性 组 合 了 (ea) 一 ozete + eye ™ m 

ay COS kô + by sin kd (其 中 Ck = (ay 一 bj) /2), 就 恰好 是 多 项 式 

qu(z) = qx(r6*) 在 单位 图 |z| = 1 上 的 限制 、 特 别 地 , 由 于 单位 图 上 

的 每 个 实 值 函数 可 以 用 它 的 Fourier 级 数 ( 按 L? 范 数 ) 表示 ， 

且 它 的 各 页 正 是 这 样 的 限制 所 以 我 们 知道 ， 就 是 这 些 函 才 

了 k=0,1, 2，…，, 所 张 成 之 空间 的 闭 包 . 

一 般 来 说 , k 阶 齐 次 调和 多 项 式 在 单位 于 fj Zn ERR m 
MRA KM RARER, AVTHARRAARRKH BEER. & 
别 地 ， 它 将 使 我 们 能 指出 局 (8,) 蚌 如 何 分解 成 类 似 于 (1 .4) 的 直 
和 的 , 在 该 分 解 中 , 被 加 项 Bx 由 (EB,) 的 子 空间 构成 , 这些 子 空 


3) 定义 在 En 上 的 函数 了 叫 作 是 天 阶 齐 火 的 ,如 果 对 一 切 ZEBn Ma>0, A 
(aw) =a f (2), | 


一 -一 一 -AL oe : we ee 


fal 2 EH Dl A k RA AHF TK RA. 它 
们 在 Fourier 变换 下 都 保持 不 变 ， 下面 我 们 详细 描述 Fourier 变 
换 在 这 些 子 空间 上 的 性 态 , 从 而 得 出 定理 1.6 的 推广 . 

” 令 儿 .是 如 ,上 一 切 复 系数 阶 齐 次 多 项 式 的 集合 . WA PE 
Pr, WA 

P(x) = 之 ， C,2%, 
其 中 (如 同 在 第 一 章 中 那样 ), a ER n TEREKE, ai …， 
On) ， | ov | =a Faa tH e tAn, e%*=apay on, BR, HMR la| = 
£) 的 集合 是 这 个 空间 的 基 ， 另 一 方面 ， 这 些 单项 式 的 个 数 恰好 是 
使 十 oz 十 … 十 on 一 k 的 mn 元 非 负 整 数组 a== (a, aa t, On) BI 
有 可 能 的 取 法 的 总 数 de. ds 是 不 难 算出 的 . 我 们 在 n 十 A 一 个 盒 
子 的 线性 有 序列 中 , 选 出 % 一 1 个 盒子 , ERAN ETRE PRR 
一 个 球 . 那么 , 在 我 们 选 的 第 一 个 盒子 的 前 面 就 有 ua PR, 在 我 们 
选 的 第 一 个 和 第 二 个 盒子 之 间 就 有 o 个 球 , 如 此 等 等 , 直至 在 我 们 
选 的 最 后 一 个 盒子 之 后 就 有 w, PR. 这 样 , 我 们 就 得 到 "个 非 负 
整数 a, Oa, °°, On, 满足 oj 十 os 十 …- 二 ou 一 到 而且 ,用 这 样 的 方法 
可 以 得 到 一 切 这 样 的 ”元 数组 .因此 这 种 色 元 数组 的 个 数 就 和 从 
n 十 上 一 个 盒子 中 取 % 一 1 个 的 取 法 总 数 一 样 多 。 Aili, A 4 
数 di 是 . | 
F (T ER 
e n— i k = (n—1) tht" 

我 们 在 PF: 中 引入 内 积 CP, OD: 对 所 有 P, REP <P, O= 
P(D)Q, 其 中 , P(D) 是 在 第 一 章 中 引入 的 微分 算 子 ( 见 (1.9)). 因 
P 和 人 @ 是 同 阶 齐 次 多 项 式 , MAP, Q 是 纯 量 ; 此 外 《<P, 8> 对 
第 一 个 变量 是 线性 的 ， 对 第 二 个 变量 是 共 轿 线性 的 , 而 且 是 
Hermite 对 称 的 . IKA, W TIE <P, Q 确实 是 内 积 , 我 们 必须 证 
明 <P, P> 关 0 且 等 号 仅 当 了 一 0 时 成 立 . 因为 当 w 一 (oa +++, On) $ 
(Bj, =, Bn) =B 时 ,我 们 有 


4) = n=2 时 ， 空间 Qn 由 Dr” 和 H= 所 张 成 ， k=0, 1, a; "se 


eH ae wg ea i IE east HS | ae a r ae Peoia a eg ART ett te RR rn fer nme e a a a a 


on ow ot ity, o 
ATT toe ——— jL gSa” =O 
Oxy! Ox}? Ox an 


而 当 a= BR, KP GREE alala! =al, BL, # Pe) 
Zea" WAL <P, Pr= Dh hol'l TORR ERY HN 


当 所 有 系数 Ca 为 0 时 为 0. 
我 们 利用 此 内 积 来 建立 下 述 基本 和 定理: 
定理 2%.1 £ PEP. wW 
P(a@) = Po(@) + |s|? P: 2) tt la) Pw), 
其 中 , Pj; 是 上 一 27 阶 齐 次 调和 多 项 式 ,j=0, 1, 1, 

证 明 因 任 何 低 于 2 阶 的 多 项 式 是 调和 的 ， 于 是 我 们 可 以 假 
E k2, 考虑 FL 一 Fs 的 线性 映射 p.p(P)=4P, 其 中 PEP, 
4 是 Laplace 算 子 ， 我 们 首先 证 明 , pE Pr RA Pra E WE 
不 然 , 我 们 就 可 以 找到 一 个 非 零 的 QE 97-3，Q 与 9 HARM AY) 
TER, WEH, WY — PCH, 

CAP, Q> =@Q, AP>=0, 
特别 对 了 Cz) = 一 |zl2@(o) ,上 式 也 成 立 . 于 是 
0=<Q, 4P>=Q(D) dP=4Q(D) P=P(D)P=<P, P), 
但 这 是 不 可 能 的 , 因为 PO, 

SACP URDE Z PH-DAMEMAB, RMA, 
P, 是 AMB WER AA, HP B= |s| P = 人 PC EP 
P(x) = |x| Q), A) EPa mR Re)=|c/7O@), HP 
QEP BA, H—-W QCA)» HR, P)=0, 当 且 仅 当 对 一 切 
QE Ps 有 QCD)4P 一 0， 而 这 后 一 式 成 立 当 且 仪 当 对 一 切 QE 
Pa H <Q, AP) =0, 而 这 一 事实 成 立 当 且 仅 当 4P= 0. 

特别 地 ,对 j=% m PCA, BANA P(e) =Po(a) + |x| 7Q(a), 
其 中 Po 是 调和 的 且 QEP, BH j=4-2 应 用 我 们 的 结果 , 就 
得 到 分 解 Q(z) = Pile) t jel’), Ah, Pi BAM, QE 
Pra. FH P(x) =Polw) + |s| P) + |ala). BR, 由 归纳 
法 就 得 出 定理 2.1，】 | 

定理 2.1 的 一 个 直接 推论 是 ， 


3 


-一 i : . ne ere ee ee FT MN O 


as Ae ion A- a kng uas 


推论 2.2 任 一 nn 元 多 项 式 在 单位 球面 S 上 的 限制 , 是 调 
和 多 项 式 在 Xn 上 的 限制 的 和 

我 们 令 Ar BAR k PRIM BES. A, 5 — Wo TG 
HEX. 上 的 限制 的 全 体 相 重 合 。 BER A HR P ARA Y 
(Ste E21, Yw) =P), 那么 ,由 于 卫 的 齐 次 性 ,对 z 关 0 有 
_ P(a) =|2|"¥ (a/|e|), TE, BRS Po Y 有 一 个 平凡 核 , 因 
而 必 是 27, 到 .Nx 上 的 辐 构 .特别 地 , 对 k>=2, 有 


dim Hy = dim f= dim DP, — dim Pra = dy — dya 
CA) 
k k-2 y 


n= Dit, 空间 Ae 是 由 两 个 函数 cos kO t3 sinto 所 张 成 的 ， 那 
A, 对 一 切 8>1 有 dim .xs 一 3， 这 与 我 们 刚刚 得 到 的 结果 是 一 


KH, 
2+h-1\ fk-1\ 
( , )-( 2)- D-DD -2 


当 % 一 8 时 ,对 于 % 之 0, 我 们 得 到 dim 36 一 2 十 二 

空间 Ae 叫 作 球体 调和 函数 空间 ， 有 时 , 为 了 强调 Ar A 
的 区 别 , Ar 的 元 素 称 作 球 面 调和 函数， 

推论 2.3 ÚA, 中 元 素 的 一 切 有 限 线性 组 合 所 成 之 集 是 

Ci) E Zna 上 的 连续 函数 空间 中 按 I” 范 数 稠密 ， 

Cii) ED.) HAR. 

证 明 ”因为 连续 函数 空间 在 DZ ) 中 稠密 , 所 以 容易 看 出 
(MB). A e>O 和 SEL), WARA g, A 
1 一 gj 和 <s/23， 如 果 人 成 立 ， 我们 就 可 以 找到 一 个 Ü EH 


5) RARER, 当 2 一 2 时 ,从 床 节 开 效 对 所 做 的 考察 ， 很 容易 推 得 这 一 事实:， 
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的 有 限 线性 组 合 岂 使 g—hf.<e/QVon3), Tb, 
If —h]o<|F—gllat+ lg—his< 8/2 +V ens 9~-h] 
<e@/2+e/2=—e. 
Fy — Fi il, (i) Wy H Weierstrass 逼近 定理 推 得 , 若 9 在 2， + 上 
连续 , 我们 可 以 用 限制 在 2,-1 上 的 多 项 式 一 致 逼近 它 . 但 依 (2.2)， 


这 些 限制 都 是 上 | A 中 元 素 的 有 限 线性 组 合 ，】 
推论 2.4 AYOM YOSE ERAL 阶 球 调和 函数 ,4 六 
1, 则 : 
人 Y(a’)F(a\de’ =0, 
证 明 XPT eH, Het0, r=|2|, =o RAVEN, 
当 ore 0 BY, uC) oY a’), v(x) =P O(a"); Ho 0, Mh, 
非 0 时 , 定义 w(0) —O—0(0), HHA CHINE)’ —O, W YO 是 常数 
函数 , 我们 就 定义 5(0) 是 这 个 常数 ,wo 在 2 E Iri 处 的 外 法 向 方 
EERE (o"/dr) Y ® (a!) = RY Xe’), ri/dr)Y O (x) UY a"), 
此 外 ， 由 于 了 ”和 YY RAMA, EL w A o 是 球体 调 
和 函数 ， 于 是 由 Green 定理 ， 
o-| (udo — vdu) do—| IC 二 一- 0) da’ 
=| IYO"): YY O(a’) — bY Ca VOC! )) da! | 
= (l—k) 网 YONO \da’. 


lth, AU-b/)RER, 就 得 到 所 要 的 结论 . 】 
我 们 把 Ay 看 作 LD (2,1) 中 一 个 具有 内 积 


f=]. SOI 
的 于 空间 AYP, o, YE} a= didrai M NESE, W 


Zs, DAB 2.4, HAC), YRI TAD. DERE, 
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这 是 因为 ,如果 有 SAO 与 所 有 这 些 元 素 都 正 交 , W4 AE U F 
中 元 素 的 有 限 线性 组 合 时 ， 
O MSAA- G, + Nal 
= [f13+ a> li>0. 
但 是 , 依 推 论 2.3 之 (ii) 知道, 这 是 不 可 能 的 . FE, MF ELA ) 
时 ,存在 有 的 一 个 唯一 表达 式 


(2.5) f= ` yo. 
OP, AMBRE D 范 数 收 全 于 f， 且 了 "EHrn. 实际 上 ， 
FP—PY P+ PY P+ bPY EW, BCf, YP), j=1, 
2, =, A, OF n=2, (2.5) 中 的 级 数 就 是 了 的 Fourier 级 数 ， 此 
时 ， 

Y P(e) -= cos k 


和 VW (ew) = -天 sin pO 


组 成 A, 的 一 个 正 交 基 . 
在 Fourier 级 数理 论 中 , KA Y P 起 着 特殊 的 作用 ， 例 如 ,可 
积 周期 函数 的 Hourier 级 数 的 Abel 平均 


ulr, 0) = È ewr, O<r<il, 


就 可 以 用 了 人 和 了 简单 地 表达 出 来 ， 更 确切 地 说 , 利用 三 角 基 本 
公式 O 


(2.6) cos(6— $) = cos h cos 0+ sin œ sin 6 
可 知 u(r, 0) =|" f(b), 9 一 gd 
其 中 ， 


214 Si rosto} tart 
(2.7) pr, 8) 15+ 3) woos kO | = -> I Dr cos Fr 


是 单位 图 上 的 Poisson 核 ( 见 第 二 章 定理 1.9)， 现 在 我 们 来 证 
A, 在 高 维 情形 中 也 有 类 似 的 结果 . 为 了 避免 n=1 和 n=2 时 的 
。 151 ， 
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某 些 例外 (我 们 已 在 前 面 处 理 过 了 ), 此 后 在 本 节 的 其 余部 分 中 ,我 
TARE n> 2, 

国定 Ena 中 的 一 个 点 2 ,考虑 定义 在 .%5 LVR L, E 
在 YE 的 值 是 了 (w)， 根据 有 限 维 内 积 空间 A 的 自 对 偶 性 ， 
必 存 在 唯一 的 球 调和 函数 Z 名 ,使 对 一 切 了 E .Xs, 有 


LY) =Y (£^ -| FDEP OY ae, 


函数 Zo? 岂 作 以 为 极 的 开除 带 调 和 有 函数 . 我 们 现在 来 建立 带 
调和 阔 数 的 一 些 初等 而 基本 的 性 质 . 
引 理 2.8 (a) A {Y;, Yo, “Try Yat Ea: AY TE TEE, my 


ZEN = S En) Y(t); 


(b) ZP 是 实 值 的 , E ZPA) = Pa) 
(0) Hp 是 一 个 旋转 , 则 ZLo) = ZPA). 
证 明 HEIs, Ya o, Yo Æ H 的 正 交 基 , 故我 们 有 


ZP = S (ZP, Yn)Ym, 
=i 


但 根据 带 调 和 函数 的 定义 ， 
(Z®, Ym) =. FGN ZONA =FR. 
于 是 (a) BE. BASH Ar 维 数 的 公式 , 与 Wi 空 间 由 实 值 函 
数 还 是 由 复 值 苯 数组 成 是 无 关 的 ， 所 以 ,我 们 可 以 把 (a) 中 的 正 交 
基 选 作 实 值 函数 ， 于 是 立刻 可 看 出 , 2° 一定 是 实 值 的 。 则 (b) 便 
是 (2) 的 直接 推论 . 
令 w = pt, RAR Y EHn, BINA 
| ZQY EW = | ZF (pw ) dw 
=Y (po (po)) =Y 2’). 

TE, BREZ eT ME-- PE, MA Z(t’) = 23° (0), Ce) 
得 证 ，】 

推论 2.9 (a) 对 一 切 a dint 了 ZE (a) = Mona, 其 中 ， by 


7 


是 KH, 的 维 数 ， COn--1 是 > 的 表 Tipe 


(b) 对 一 切 w E na, D Y ale) Pawo FO, ZER 
HAY a Yo, +, 了 6a,} 的 选择 无 关 . 

(o) 对 一 切 Eni 中 之 oA, [ZIP Ca’) | Saon, 

证 明 设 汉 和 允 是 3 中 之 两 点 ， 我 们 可 以 找到 一 个 旋转 
P, 使 得 pri = 好， 根据 引 理 2.8 之 (0), 我 们 定 有 

ZY (wh) = LE (as), 

itl, ZL (a) 2 Be, CORAM w' E31 ， 从 引 理 2.8 的 (a) 看 
出 , 这 个 常数 。 一 定 等 于 SV mn (2)? Os, Ya, oe, Fo) 
是 A, 的 一 个 正 交 基 ， 那 么 ， 


“=|, Yna) def SV (eo!) |? de’ 
-| edz’ = Cana, 
Za- 
于 是 o= arog AWER T (a) AO). 
为 了 证 明 (o)， 我 们 首先 注意 到 : 按照 带 调和 函数 的 定义 , 对 
Èn bv Ata’, A 
(i) Zi (a) = | Zi (aw) ZB (wy) dw’. 
另 一 方面 , 如 果 AV 1, Vo, ++, Vad 是 Hr 的 一 个 正 交 基 , 那么 , 根 
据 引 理 2.8 之 (a) 和 我 们 刚刚 得 到 的 结果 可 知 , SE eS 3 了 ,1 ， 
有 
(PRE2 (ke) IN JQ f _. © 7 IN {aL 一 了 
Izpi |， [ZP p deo’ = SV aloe) |? =a, 


于 是 , HG) Schwarz 不 等 式 和 上 一 等 式 , 可 得 | 
ZP (a!) |S ZP la ZP [a eV aron a V agora = aeons | 
推论 的 最 后 一 部 分 得 证 ”，]】 
6) 读者 应 当 注 意 到 ， 当 n=3 时 ， 引 理 2.8 和 推论 2.9 化 为 熟知 的 注 角 基数 初 等 
性 质 。 例如, 引 理 2.8 (a) 基本 上 是 等 式 (3.6) ,推论 2,.9(p) 是 等 式 
cos? @-+ sin? G=1 
的 推广 。 
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MASst (2.7) Fy WG HAA lal EK) Poisson 核 如 何 用 带 调和 机 
函数 来 表示 . 我 们 现在 来 证 明 , E n EPA LPR. R 
们 回想 ( 见 第 二 章 定理 4.9) 怒 , 中 单位 球 上 的 Poisson 核 是 如 下 给 
HAY, 4 0<<|z|<i= |#|， 

1 1-—|a|? 


COD) 1 | 和 一 地 | ° 


pt, @)= 


定理 2.10 Brera’, r= ja) <1, WA — i t E Ena, 


pE, ©) = DZP i’) = DZP a), 
证 明 因为 / 
—3 
et 
是 小 于 或 等 于 RO? 的 常数 偿 , 青 依 推论 2.9(0), 便 推 知 级 数 
q(t, 2) = BrP Ca’) 
在 每 个 闭 区 域 toE En |o] <ro<t} t-Bu, BE, RNA 
u(t) 一 关 了 (是 球 调和 函数 (FE.%2) 的 有 限 线性 组 合 ， 那 
么 ， 根 据 第 二 章 定理 工 .10 和 球 调和 函数 的 定义 以 及 Dirichlet 问 
题解 的 唯一 性 , 函数 
O Deua) -| wep, 2) a 


必定 在 |s| <1 上 连续 ， 在 fo] < 工 上 调和 ;， 且 在 |z'| 一 上 上 等 于 
uka')， 而 由 引 理 2.8(b) 和 带 调和 函数 的 定义 , 以 及 推论 2.4 的 正 
交 关系 , 可 得 ， 


L u(t’) q(t, x) di’ = Sf Y(t) qv, a) dt’ 
-È Š let, PNZP] 
= > 12| Y; (æ) = ule), 
于 是 , 对 于 球 调和 函数 的 一 切 有 限 线性 组 合 ,有 
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| [pt’, «)—qg(t', aludt =0, 


又 因 球 调和 函数 的 一 切 有 限 线性 组 合 在 TP (3, 1) EY AE 
论 2.3 ZG), WE pO, o) P qg, %) 都 是 的 连续 函数 ,所 以 
P(t’, o) 一 q(#，w)， 从 而 定理 得 证 ，】 

我 们 可 以 用 简单 的 几何 性 质 来 刻 划 带 调和 函数 ， 为 了 描述 这 
一 性 质 , 对 于 eE 马 我们 把 与 原点 和 e 的 连 线 相 垂直 的 超 平面 和 
单位 球 的 相交 部 份 , 定义 为 马 _1 的 正 交 于 点 e PRE pt 
使 e 保持 不 动 的 旋转 , 则 由 引 理 2.8 之 (e) 推 知 , 对 一 切 w E Da, 
i ZP (a) = 22 (pw/), 然 而 这 样 的 旋转 p, 显然 把 正 交 于 è 的 平行 
截 形 映射 到 自身 。 此 外 , 在 这 个 平行 截 形 上 给 定 两 点 必 和 ae, 按 
照 二 维 的 情形 就 可 知道 , 存在 一 个 旋转 p, 它 使 。 保 持 不 动 , 且 使 
pal =x (HEE p, 它 使 固定 的 o, oy 所 张 成 的 平面 的 正 交 补 保持 
不 动 )， 从 而 , 以 。 为 极 的 带 调 和 函数 ZH Ze LD, IESE To 的 平 
行 截 形 上 就 是 常数 ， 我 们 来 证 明 , 这 一 性 质 刻 划 了 带 调 和 函数 (最 
SERED. BM EBL, 这 伴 的 函数 在 使 。 不 动 的 旋转 变换 
下 是 不 变 的 .为 了 利用 这 一 点 , 我 们 还 需要 下 面 的 结果 . 

引 理 2%.11 设 三 是 劝 (2>>2) 上 的 多 项 式 ， 它 对 一 切 旋转 p 
My ce H,, A Pr) =P (ax), WHER Co, C1, Ca, +++, Cm, 使 


P(x)= CAC 
”证 明 我们 总 可 以 记 P(z) ~ DP), Hh Pi 是 1 阶 齐 次 
的 、 那 么 , 对 于 任 一 。>0 和 每 个 施 转 p, 有 
j į 
pà e'Pilæ) = P(ex) = P(epr) => a'P, (pa), 
in 4pP-P(px2) = Pæ), t=0, L, j, HA F(a) = [æl P(e), 
WOE E 0 阶 齐 次 函数 ， 它 对 旋转 变换 群 是 不 变量 ( 即 , 对 一 切 旋转 


p， 了 (lp2) 一 了 (zw))， 这 就 推出 了 是 常数 水 数 ， 对 一 切 wE 了 3。 
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F(a) =e. 于 是 就 有 Pilo) =c |e], 又 因 P, 是 个 多 项 起， 所 以 
在 Gi 到 0 时 , i 一 定 是 偶数 .这 样 就 有 


P(x) = Zcnlzl™, 


其 中 ,cx 一 co k=0, 1 ，2,，…,m, m 是 不 超过 j/2 的 最 大 整数 】 
定理 2.12 He BIW A MA, CRETE 
XF e 的 平行 截 形 上 是 常数 , 当 且 仅 当 有 一 常数 o 使 了 一 cj. 
证 明 我们 已 经 证 明 带 调和 函数 具有 这 一 性 质 . 故 假 定 了 在 
n1 的 正 交 于 e 的 平行 截 形 上 是 常数 ， 如果 e= (i, 0, --, HE 
Sai T JETE e= re, 的 旋转 , 则 其 值 为 灰 (a) =Y (ra) IRRIA A A 
ROW , E Eni WERT e 的 平行 截 形 上 是 常数 . 如 果 我 们 能 证 明 
W =Z, 则 由 引 理 2.8(e) 可 知 , 对 一 切 y C24, A 
Y (y) =W (a ty’) =e4 2 ety’) = eZ TY) eZ (y’), 
因而 , 我 们 只 需 证 明 IV =e, | 
BX z 关 0, P(x) = |a|"W (lxi), UR PO) =0, W p 
使 es 不 动 的 旋转 村 ,对 一 切 zcE 卫 ,成 立 着 P px) = Pe), HAM 
ABM af, m=0, 1, 2, …， 的 多 项 式 也 是 在 p 的 作用 下 不 变 的 . 
因 之 , ic 


k 
P(x) = pyri Psa, vs, +’, Tn), 


则 知 Po,，Pi,…，Px 在 p 的 作用 下 是 不 变 的 CER, plti, Ba, +, 
Cn) = (ary, Bb, t, Ur) ABR BS (ea, ++, Bn) -> (wh, e, of) Æ lni) 
维 空 间 上 的 旋转 (zz= 0) ,而 且 , 用 这 种 办 法 ,我 们 取 遍 一 切 使 el 保 
持 不 动 的 旋转 , 就 得 到 (n 一 1) 维 空间 的 一 切 旋 转 )， 所 以 , 由 引 理 
2.11, 当 了 是 奇数 时 , P; 是 0; 而 当 7 是 偶数 时 , Pj= (eae, &) = 
Cate an) TÆ, G 及 二 (人 十 … 十 如 )13, 这 就 证 明了 


(i) P(x) = cos -+e ?R? +--+ + eaat RY 


AW 是 球面 调和 的 , 故 多 项 式 卫 定 是 球体 调和 的 ， 因此， 
156. 


?一 工 
0 = AP (a) => [east + C2040985] ay POD RY, 


其 中 , az= (k— 29) (k-25—-1), By=2( j4+1)(n4+2j-1), BM, 
Caji) = 一 (a;/ Bj) C25, 7 一 0， 1, 2, +, b~1, 这 三 是 说 ， 一 切 系 数 
Co, C2, +e, Ca, ABAE HI co 确定 的 ， 因 而 任何 两 个 形 如 全 的 韭 0 调 
和 多 项 式 一 定 互 为 常数 倍 另 一 方面 , 我 们 已 经 证 明 , 任何 磊 阶 齐 
次 多 项 式 , CE Enri 的 正 交 于 el 的 平行 截 形 上 的 限制 若是 常数 的 
W, 就 一 定 有 (的 形式 ， 因 为 ZO(w/|z|) |w|* 具有 这 -一 性 质 , 并 
且 是 调和 的 ,所 以 对 一 切 wE En, EW a)l P(2') =cZ® (a+, 
定理 证 毕 ，】 

推论 2%.13 假设 对 一 切 w，Y C2312 T F(a’), H 

(a) WHT y EEn Fy 是 阶 球 调和 函数 ， 

b) 车 p 是 一 个 旋转 ， 则 Py (02) 一 了 Fy(z')， 那 么 , 存在 一 
个 常数 c, 使 By Ce’) =eZ® (oz 对 一 切 zw y © Dy 成 立 . 

证 明 在 2-1 中 国定 yy, 并 设 p 是 使 y 不 动 的 一 个 旋转 ， 则 
根据 (b), 对 一 切 r EEn, 我 们 有 

Fy (a!) =F yy Cpr) =F yp’), 
这 就 意味 着 , KBE (a), Fy 是 球 调和 的 , CE Ena 的 正 交 于 /的 
平行 截 形 上 是 常数 .再 根据 定理 2.12， 就 存在 cly) 使 下 ,= 
cy )2Zy?， 所 以 ,我 们 只 要 能 证 明 , WE yi, yE Eni Bely) = 
c(y2), 就 能 证 明 本 推论 ， 为 此 , 我 们 考虑 使 oy =y, 的 旋转 ao， 利 
用 题 设 (b) 可 知 ， 
oly) Zy: (on) =F, (0x) = Foy (08) =F yC") | 
=c (yZ (2), 
另 一 方面 , 由 引 理 2.8(o)， 有 
ZH (a) = L(G) =ZY (on’), 


Ai,c(vi)=e(ya). ] 


带 调 和 函数 可 以 用 超 球 (或 Gegenbauer) 多 项 式 Pi 特别 简单 
地 表示 出 来 ， 而 超 球 多 项 式 可 以 用 生成 函数 来 定义 。 如果 我 们 记 


(1—-2ri+r?) >= > P28) o*, 
这 里 ,0< [rj <i, [ii< 入 >0, 那么 , 其 系数 Pe) REM kiA 
超 球 多 项 式 ， 我 们 来 推导 函数 Pi 的 一 些 最 基本 的 性 质 . + r=, 
我 们 看 出 
(i) Pit) =1, 
又 因为 
27 > PR At) at == 2721 — 2rt-+9r7)~44 
a Brt”) 
所 以 我 们 有 


Gi) L PA= 2Piti(t) bo. 


SAC) AN Gi) ASB (dd/dt) Pi) =24, BBA, PORER- 阶 多 项 
A. 利用 性 质 ( 让 ) 进 行 归纳 论证 ,我 们 便 知 ， 

Gii) P42( 引 是 t 的 阶 ( 恰 为 上 阶 ) 乡 项 式 ， 由 此 性 质 又 可 推 
知 , 多 项 式 1, t, PL, He A LED Po, Ph, +, Pre 的 有 限 
线性 组 合 而 得 到 ， 于 是 由 Weierstrass 逼近 定理 就 有 

(iv) BMX Pit), k=0,1,---, WA TRR HAH Ak Al 
[一 1, 1) EEES RA 2 AR A E A, 


由 于 SYP to = dtr) = SY ROO, 


我 们 定 有 

(v) Pi(—t)=(—1)"PA), BBO, | 
AAEM FRAR, BA ER yE A ER. 
定理 2.14 E n>2 是 整数 ， 入 =(n 一 2)/2, k=0, 1, 2, -, 

则 存在 常 oY Cx, ny 使 得 对 -- - 切 a, 矿区 之 1， 有 
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ZP (2) =CimPE@' ey’), 
证 明 XF y Eèn > 
Fy(e)=|2|"Pi(a-y'/|2|), 2€ Bn 
我 们 若 能 证 明 Pya) 满足 推论 2.13 的 假设 ， 就 可 立即 证 明 本 定 
理 ， 根 据 性 质 Gi) 和 (v), 当 大 是 偶数 , 警 如 说 1 一 2m BY, PR) 
EMP Et) = Sidat, 而 当下 是 奇数 ,譬如 说 不 =2m 十 工时 ， 


有 (一 > agg yt¥*1, 
于 是 ,在 前 一 we Pa 
[wl*PA( -2 
在 第 二 MEd, 
eP r)— SŠ dapi any wyi +e HEYT, 


ce RM Fy (©) RE k BY AES) FRB HN, 
E p 是 一 个 旋转 , 则 因 它 保持 内 积 , 故 对 一切 0’, y E Eni 有 
Foy (p2) = Piler epy) = Pia’ sy’) =F yla), 
因而 推论 2.13 BRIO RRE. TER uE Py wA 
的 ， 我 们 已 经 看 到 ( 见 第 二 章 $ 1 IPAM 8, H5), [ora |? 
EKR E, iro) 上 是 z WIA. 特别 地 ， 对 于 sz0 和 固定 
的 YE Èn, 


iHe ay) ™ (aay +e + ah), 


(2.15) pg | [ 1-25} (4 w+ Gle T” 


= Seip / ) 


在 区 域 4= H2, = {0E By 0<|e|<1/s} 上 是 调和 和 的， 而 这 就 推出 
FRA Fyle) = |o Pwy e) He HAM 此 事 
可 在 以 4% 为 心 且 含 于 内, 内 的 球 上 对 等 式 (2.15) 两 端 取 平 均值 而 
得 到 ， 由 于 (2.15) 的 左 端 对 0< ss<sso- 00 满足 平均 值 性 质 (第 二 
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7 
章 定 理工 .1) ,那么 ,每 个 系数 Fyle) = |s| Pi(ory’/|2|) Wa E 
平均 值 性 质 ， 由 此 以 及 第 二 章 定理 41.7， 我 们 可 以 推出 所 需 的 结 
we, BF, 是 调和 的 . ] 
用 超 球 多 项 式 可 以 得 出 函数 的 一 些 重要 的 正 交 展开 .为 实 现 
这 一 展开 记 需 的 基本 的 正 交 性 , 是 上 面 这 个 定理 的 简单 推论 . 
推论 2.16 关于 内 积 


F=f FOO A-etat, 


多 项 式 PC), k=0, 1, 2, =, 是 相互 正 交 的 . 

证 明 He=(1,0,-+,0), LHT 2'E Eni, EMO, OKOT, 
erw = 0080, 为 计算 在 Ena 上 的 积分 , 我 们 可 以 先 在 正 交 于 e 的 平 
TRIE Le = {r E dint} ern 二 c0S0} 上 积分 ， 从 而 得 出 一 个 0 AY) pe er, 
0<b<， 这 一 函数 是 在 区 间 [0, w] 上 可 积 的 . 王 的 测度 是 
na (sinp) (E, a 中 半径 为 sng WRB MB). He R HE e 
2.4 EM 2.12 和 2.14, 我 们 就 得 到 


0= | COLCA 
mCinCintdna{  Pi'-?/*(cosd) PE-®/ (e080) (sin 8)*? dB 
—_ Onatin , P-t) pe-»/2 (t) (i __ t?) (n—8)/2 dt] 


由 这 些 结果 和 超 球 多 项 式 的 性 质 (iv), 我 们 又 得 

推论 2.17 多 项 式 PY 和 k=0, 1, 2, …， 组 成 空间 
E*((-1, 1); A- PP) PRERE. 

我 们 主要 以 球面 上 函数 的 观点 研究 了 球 调和 函数 现在 我 们 
来 说 明 , 怎样 把 它们 用 于 En EKR Fourier 分 析 . 更 明确 地 说 ， 
我 们 将 研究 (BB,) 的 子 空间 Sx. 回想 一 下 ,名 x 是 形 如 了 (7)P(w) 函 


— Ep er er re 


7) 推论 2.16 和 2.17 PIXX] Am (w 一 2) /2 是 成 立 的 ,而 且 对 一 切 和 >>0 my. 1B 
这 和 需要 咏 外 的 证 明 . 
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数 的 一 切线 性 组 合 的 空间 , [OOP @) BF LL), 其 中 遍及 - 
切 径 向 函数 ,了 遍及 一 切 上 阶 球体 调和 水 数 . 
作为 83 内 容 的 准备 ,我们 现在 来 给 出 以 下 引 理 . 


引 理 2.18 ARRAN, WAHL.) = > Oo. 成 


(a) 各 子 空间 Bx 是 闭 的 ; 

(b) 9, 相互 正 交 ; 

(o) 每 个 (CB,) 的 元 素 是 S 中 元 素 的 有 限 线 性 组 合 的 极 
BR. mH Fourier 变换 将 S, EA HH. 

证 明 “与 Ar ER & 阶 球体 调和 函数 空间 的 维 数 (有 限 ) 是 
Qk 一 Qx 一 Qn_a， 设 Pa, Pa, «+, Po, 是 这 空间 的 标准 正 交 基 ( 其 中 之 
内 积 沿 用 L (Eni WAR). BRA, BRO 的 每 个 元 素 都 可 以 


写作 为 f(r) Pia), ii 


fa |f (x) de=% È" f, UÀ |rt- dr, 


由 此 ，(a) 立 即 可 得 。 Sr 的 相互 正 交 性 也 立即 从 球 调和 函数 的 正 
交 性 (推论 2.4) 和 对 极 坐 标的 一 次 积分 而 得 . 为 证 明 完全 性 (0)， 
我 们 只 需 证 明 , 当 NHAR NA Sx 的 函数 正 交 时 , HL 
平 处 处 为 0。 然而 由 球面 上 球 调和 函数 的 完全 性 可 知 ， 这 样 的 函 
数 在 几乎 每 个 以 原点 为 心 的 球面 上 必定 几乎 处 处 为 0, 这 就 给 出 
了 我 们 的 结论 ，】 

我 们 将 在 下 一 节 中 讨论 人 上 的 Fourier 变换 .不 过 ,经 一 个 
初等 的 推理 , 我 们 就 能 证 明 Fourier 变换 使 S, RARE. 为 此 ， 
我 们 只 需 考 虑 形 如 f(u) = folp) Pu) = 天 jp) 的 函数 JE 
IED VBE), HP YEH p= lul, = 一 et、 因为 这 些 函 数 
的 有 限 线性 组 合 在 Ss 中 稠密 ,所 以 只 要 当 上 用 以 上 形式 时 ,能 有 
FE Sn BLA Oy 在 Fourier 变换 下 保持 不 变 , 令 7= [zl c=’, 
我 们 得 到 
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Ks VW = 了 RAW) 二 - \ A ©) o° XN) 


hy 
oN 
& 

| 


| go 2 FO) du 
En 


E KAON e tree! WV (u) du dp 
如 果 我 们 能 证 明 存在 一 个 [0，co) 上 的 函数 p, 对 sO, 有 
(2. 19) f 6 Pristu" y (w’) du’ =p(s)Y¥ (£^, 


BA, Fæ] |? folop rp) or! do} Y G’). 


因而 , f E Sx QO) A My na kyes Za 
由 带 调 和 函数 Z (9°) 的 定义 和 性质 质 ZP (9 ) = Z® (ul), 我 们 
定 有 


| een Cu’) du’ 
-| esw | Y (VIZ (vw) day’ l aw 
Èn- 2-1 


-| Yo) IN eee 29 udu’) do 
我 们 车 用 Fs(w) 表 未 上 式 末端 括号 中 的 表达 式 ， 那么 ,应 用 
Fubini 定理 和 推论 2.4 可 知 , Fe 作为 WE In 的 函数 与 一 切 空 
WAGER TEE, 18h (2.B) HEB Py Cy, 根据 引 理 3.8 之 (9) 并 
经 变量 代 换 w ow’, FL, 对 一 切 旋转 o, 有 Pee (ov') =Fe (0), 
于 是 依 推论 2.18, 就 存在 一 个 数 c( 一 p(s))， 使 对 一 切 w'， wv E 
Snr, 有 了 wl) =Z w). il 


f, Pi 人 人 (u) du — | VY (v') Fy (w) dy’ 


-| YO) p(s) ZY da 


= p(s) Y (x). 


(2.19) RZ. 
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$3 空间 Oe 上 的 Fourier 变换 


我 们 已 经 证 明 径 向 函数 的 Fourier 变换 是 径 向 函数 ( 见 推 论 
1.2)， 在 二 维 情形 中 , 我 们 已 经 得 到 关于 这 两 个 径 向 函数 的 显 式 
关系 式 ( 定 理 1.6 当 %=0 的 特殊 情形 )， 这 一 关系 可 以 很 自然 地 
TE) Bl n> 2 HE, 并 且 象 在 二 维 情形 一 样 ， 这 个 公式 包含 着 Bessel 
函数 ， 我们 将 证 明 这 个 Bessel RRA Jayne Hn AAW, 
(n 一 2)/2 不 是 整数 . WR, Joyo 就 不 是 31 中 所 引进 的 函数 ， 
但 是 我 们 将 指出 ， 对 $1 中 引进 的 Bessel 了 沙 数 类 有 一 种 日 然 的 推 
广 办 法 , 使 它 包 含 我 们 将 要 遇 到 的 函数 ， 为 此 ,我 们 建立 以 下 等 式 
(Bessel 函数 的 Poisson Aik A). 

引 理 8.1 若 上 是 非 负 整数 ,， 则 


(¢/2)* to“ 2\ (2k~-1)/2 
万 四 一 一 一 一 全 一 | ets( 工 _s2)ek-tya ds, 
Pl 2k+1)/21L (<;) -1 
证 明 定义 
(t/2)" 1 > > 
J4) — . | e's(1— 2 ) S71)/9 ds. 


T'[Ch+1) /217 (+) -1 
由 Jo 的 定义 ( 见 $1) 太 变量 代 换 3 一 sin9, 我 们 立即 得 到 JoJo, 
因此 , Bad Ae HB WEBB Pts 各 {Vx} 都 满足 递 推 关 系 
(3.2) Ct) = —tÄ Gret), t0, &=0, 1, 2, -- 
引 理 就 能 成 立 ， 但 是 我 们 有 

SES) 


3 


pas JD; ay} 
一 — 47" ko ind dtsin@ y ire — EE d itsing }o— tke | 
t aE. etmegi df (4 一 6 ye dé 
| | 
L 


d r i? ine, -i "| 


| i | 
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COPE OG SE A Se eth 1 P Be aa ae 


-eos fene? — i sin Gel" ol db 
= mj gitsind g—Kkt 18 (10 
0 
= tt). 
而 利用 分 部 积分 及 ( PEE (SESE) (28 


3), RIN 
-E EEEE) 


a 2i rl, 
Tk- Dar (4) J 


t e*s (1. — 92) @k-D/2 ds 


2- key f Oo ito o gits (1— gh) +1)/3 
~ TIC2h+1)/2] r(4)?> GAI S 2 
= ES it), ] 


引 理 3.1 RRRA Se Be > 一 亏 是 有 意义 的 如 
果 我 们 对 大 于 F 的 大 定义 Bessel 西数 Ju 


Wy ($ its _ a3\ (2k-1)/2 ,7 
Jt) = -rar ry | ts (1 — 3) 2 ds,t>0, 


我 们 就 得 到 一 个 比 第 1 节 中 所 考虑 的 更 广 的 沙 数 类 . 
现 设 f 是 了 (EZ,) 的 径 向 函数 ， 那 么 对 En 中 几乎 一 切 w， 有 


f(a) =follal), HP S |folr) |e tdr<oo, Fa Fourier 变换 了 


也 是 径 向 的 ， 因而 对 一 切 w€E 8B,， 有 f(x) 一 Fo(|z|)， 这 样 ， 当 
r= jz|, s=rx', s= |u| ği u= sw 时 , 我们 有 


Folr) =Fla)=| fe er du 


-| fols) í > e 2 ir ate eu rau’) sds. 
我 们 可 以 用 证 明 推 论 2.16 时 所 用 欧 方 法 来 计算 内 层 积 分 : 首先 在 
开奖 于 w REFR La = tu Ca ot mG x ‘su = cos 6} 上 上 积分 ， 得 到 
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一 个 9 的 函数 ,0<0<m, 再 在 区 间 10, w] 上 对 9 积分 ， 这样, 由 
于 gg 2airs(a’u’) 一 gT 2eirscosd 在 Le 上 是 常数 ， HÆ 行 截 形 的 测 度 是 
Wma lsin 0"? = (Qe P/E [(n—1)/2]) (sin 0), A 


. r t T — — 
| ganire w) du’ -| e 2m irscosé oy a (sin 6)’ 3 dé 
Zn-1 0 
i 
一 CO，9 | eorirss (1 — EF) 059/2 dé 
一 十 


Qn YALL (n—1)/21L (+) 
X J (n—y/a (20678) 
= 2r (rs) PFT (gaya (2078), 
所 以 我 们 得 到 以 下 结果 ， 
定理 8.3 设 f 是 (EH,) 中 的 径 向 函数 ，n 宇 2， 因 而 对 几乎 
—YJ cE ,f(z) = folle). W Fourior 变换 子 也 是 径 向 的 ， 并 
N-W oC En A f(@)=Fo(\e|), HH, 


Fol ||) = For) = 2aer ro |” fo(8)S analar ds ®, 
这 个 定理 表明 Fourier 变换 是 如 何 作用 在 S LH. RNR 


在 转 而 来 讨论 空间 $;, 6 之 1， 我 们 先 考 察 一 个 重要 的 函数 类 上 的 
Fourier 变换 . | 


定理 3.4 设 f(w) = Plu), uE En, Hab P(u) Fe k Br 
体 调 和 函数 , 则 f(v) =o" f Co), VER, 
证 明 BIC E., 我们 有 


| e P(u-+t)du= [rte or | Plitrt)au bar 
A By #0 En- 


APRA, BORE E 5 E tE CG Me 1.1), 于 是 
| P(t+ru’)du’ = ,1P(t). 


8) 在 这 里 和 在 定理 1.6 中 ， 我 们 之 所 以 在 I(E) LAR Fourier 变换 而 不 在 
LE 上 来 考虑 ， 是 因为 这 样 做 所 磁 到 的 一 切 积分 就 都 是 技 三 意义 的 。 然 
Wil, 这 些 结果 当然 都 很 容易 推广 到 Le) 中 ， 
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FR ru 
f e -xu P(t t)du = P(t) 人 rtp Arey dr 


=PWO | re” ue lar 


-POf e 518 dg = PU 
多 项 式 PH=|Ph, t,t) 显然 在 Cs LARTER. TER 
上 述 等 式 , 对 一 切 c= 0+ ty = iti, Bat iya, Tn 十 多 mn) ECs, 
有 
| e77 PUT d= P (2), 
Ea 
特别 当 %= 一 iw 时 , 由 于 了 的 齐 次 性 可 知 
| u P(y— gn) du= P(—iv) =(P). 
再 使 用 Cauchy 积分 定理 mw 次 , 就 得 


| ewutiv Ti) PCy) dy = | e~u Py —sv)du= ("P (o), 


SEB, (uio) (uio) =$ tio, ETET Ro, 


RAR SA RAS fo) =(-4)* fo) =t" f(r), ] 

定理 3.4 使 我 们 能 够 在 一 个 更 大 的 函数 类 上 来 研究 Fourier 
变换 的 性 质 ， 对 a>0, 设 g(a) =e "I*"*P(z) 一 a *f(aw), oE En, 
如 果 用 5。 表示 由 a 确定 的 伸缩 ,那么 由 第 一 章 (1.6)、 定 理 3.4 和 
P(w) 的 齐 次 性 可 知 ， | 
(8.5) 9(%) =a7* (Saf) (a) =a ra "f(a tn) 

= 5 Mag A P(g) | 

另 一 方面 , MRA Bid we, 4 oC Ha 时 , 它 的 值 是 hæ) = 
amasi" 则 由 第 一 章 定 理 1.183 可 得 
(3.6) Aa) =a Eert /0 

我 们 可 以 这 样 解释 上 述 这 两 个 等 式 : 设 Dm 是 (0，co) 上 函数 
p 的 Hilbert 空间 ,满足 
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- "o0 | 4/4 
(3.7) |p| 一 一 (| pur) | 27 dr) <L Co ， 
M m=n+2k, 且 了 Cz) 是 不 阶 收 零 球体 调和 油 数 时 ， 我 们 考虑 函 


i/a 
, 


HM g(s) = o(a) P(e), sE En, 设 |Pls—() | Pet din’) 
则 
1 人 -| le(lzD)PCo)Paz 


一 (| p(n) |r dr) | PI s<oo, 


FH gC L? (H,), HAGE Plancherel 定理 知 , 9 ELE), [Gla= 
Iolo, Ho 与 9 间 的 这 一 范 数 等 式 和 (2.19) 推 出 ， 对 几乎 一 切 
GEE, gœ) =p e Pæ), A lbl=lol. 因而 ,我们 得 到 Dov 
上 的 一 个 有 界线 性 算 子 Ti Tio =) SEL, Ti 是 等 距 的 )， 类 似 
地 , 我 们 考虑 径 向 函数 hæ) =pl lol), EEn 便 得 到 Quy E 
另 一 个 有 界线 性 算 子 22+*， 为 了 定义 这 个 算 子 ， 我 们 首先 注意 
到 , 根据 推论 1.2,h 也 是 径 向 的 , WBE, WILE eC Bae, 
h(a) =0(|z|)， 仿 Thr*p 一 9, 我 们 就 得 到 所 要 求 的 Pin 上 的 有 
界线 性 算 子 (而 且 ， 由 Planchorel 定理 立即 得 知 ，T3+”* 也 是 等 距 
的 ). 

SEK (3.5) AN(3.6) eH, TY p= gto, Hp plr) =e, 
s>0. 设 W 是 由 s 取 遍 一 切 正 实数 而 得 到 的 一 切 上 述 函 数 p 的 
有 限 线性 组 合 所 成 之 空间 ， 那 么 , 若 Ty MoT? 限制 在 空间 WV 
上 ， 则 它们 是 一 致 的 。 不 难 证 明 ,， W E Hilbert 空间 多 ;sw BS 
密 ， 如 若 不 然 ， 我 们 就 能 找到 一 个 5€ Bisw， 它 几乎 处 处 不 为 0, 


而 对 一 切 2EW ,有 | pbr) dr =O, 特别 地 ,对 一 切 8> 
0, 有 

(3.8) | i eb (r) r" dr =O, 

BD BHM, 4 s>0 WIE Ds) = | ebrr de, HB 
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A, 在 (3.8) 中 ，, Ge=(m+1), ww 是正 整 数 ， 表 出 分 部 积分 法 税 
分 ,我 们 得 到 
0= a mB! (>) dy = 2m 


N e" pr) g dr, 
应 用 变量 代 换 ue", 这 一 等 式 就 等 价 于 


oT: , 
0= | u” + (Vg=) du, m=1, 2, 3, =. 


由 于 多 项 式 在 [0, 1] LMS MCL SCE, 所 以 , 对 一 切 
ay LN nan ot ao p 
wE[0, 1], RAH P ( /log 二 ) 一 0 时 ,上 上 式 成 立 ， 于 是 ,对 几 平 


一 切 "E(0, 0), FB w)=e tyr 1=0 此 与 b(7) 不 儿 
乎 处 处 等 了 0 的 假设 矛盾 . 

因为 算 子 Ts Mer 是 有 界 的 ， 且 在 黎 密 子 空间 上 一 
致 ,所 以 它们 必定 相等 ， 这 样 我 们 就 证 明了 
(3.9) Trio =p, 当 pE Daron, 

在 定理 3.8 中 ,我 们 用 含有 Bessel RAKE KERA K 
数 的 Fourier 变换 .现在 等 式 (2.19) 和 (3.9) RH, Ge he w 
fo( la|) PCa) (P@# En E k 阶 球体 调和 函数 ) 的 函数 的 Fourier 
变换 ， 可 用 值 为 h(y) =fo(ly|) (y EEn) BY 21H K BCH) Fourier 
变换 表示 出 来 ， 综 人 台 这 些 结果 , 我 们 得 到 下 述 定理 (显然 可 以 推广 
到 LH) T(E). 

定理 3.10 设 2>>2, fl) =fol(\2|)P@)# UE) NL) 
中 的 函数 ,其 中 P(w) 是 上 BY BR ARTA R Br, 则 
fe) =F o(|2|)P@), 
这 里 ， 
Fy (r) = Dyg Ep Un ~ 29/21 


x | fols) Tens/a ova) s20 ds, 


这 一 定理 连同 “空间 O 是 由 形 如 fo( le) ) Po) 的 函数 所 张 
成 ”这 一 事实 , 就 给 出 了 Sy 上 Fourier 变换 的 表征 ， 

描述 O, 上 Fourier 变换 的 这 一 等 式 , 很 自然 地 使 得 我 们 去 研 
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À Bessel 函数 J (7) 的 性 质 ， 当 自 变量 接近 原点 时 , 我 们 有 一 般 
的 估计 Im(r)~er™, 7->0， 而 当 7 很 大 时 , Jmn(7) 的 性 质 就 不 那 
么 明显 了 ， 它 的 性 质 由 以 下 引 理 给 出 . | 

a1 3.11 Jar) = 2/ xr cos(r —am/2-— 9% /4)4+O4-*), 
goo, He Ry 
(3.12) J mlr) =O V7), r— 00 ® 

证 明 按照 mm> 一 喜 时 Jn(7) 的 定义 ,我 们 需要 估计 积分 

T= | e”s(1 — s3) "Z ds 
HE RA AR OP EUR (— 00, -IA 00) AK AE 
通 区 域 ， 在 这 一 区 域 中 ， 选 f(z) (1 一 z”? 的 一 个 分 支 ， 使 之 
在 [一 1, 如上 是 实 信和 且 非 负 的 ， 绕 以 [一 4, 了 为 底 边 、 高 为 w&>0 
的 矩形 ， 对 e-e Fortin, atiy] ? AS, RA 
得 到 a 1 1 t 
0 = [ eh GTM CaP — Dig) mo di -t+ i ef (1 — 87) "F dg 


_l 
ei Da +. 2)" Ë diy 1-a(a), 


Oo 
-+ 
wd 


其 中 , 当 a> oo 时 , e(@) 0, > 1 是 
-i -je iry- D(y? +2iy) 2 dy -| ert (99 —2Qiy)” -i dy 
0 


一 《1 一 5. i 1 
m— 1 Wi as mt- 
i y F(t) ?+O 7), Oxy<l 
现 因 (y+ iy) 7? mt nl 
7? (424) 7+0), l<y<oo, 
于 是 又 有 | 


sel . m—} m—2. 1 p mtt 
Iy=e* RG VB) y “ dy+0( K vy dy) 


+O (f FY g2m— 1 dy), 


D 为 后 文 的 需要 ,我 们 指出 , 下面 的 证 明 表明 ， 当 m Mit- o) 的 任 一 
ARF KALB, OM OVD 中 的 界 常数 对 mm 是 一 至 的， 
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式 中 第 一 项 是 (2 Ar (md 5) (o/s "和 )， 第 二 项 是 
O(r7-3/2) (r->00); HH = WB Oe’) (m00)， 类 似 地 ，Is= 
(=) Erh m+ E) Cery") O (r2) (roo), BF 


Ta) =| 0/2)" /T (mtt )r (E) ha- 1s), 
综合 以 上 各 项 , 就 得 到 我 们 所 要 的 结果 . 】 


S4 一 些 应 用 


分 析 学 中 的 许多 重要 算 子 是 卷 积 算 子 . 即 把 某 个 函数 空间 中 
的 每 个 函数 S, 映 成 卷 积 (函数 )Kx*f， 其 中 Kk AP ae ow 
(RE— RH, FE PSE RO. 我 们 已 经 遇 到 过 一 些 这 样 
的 算 子 .其 一 就 是 Poisson 积分 ,其 核 为 

K(@)=K,@) =ey/C er +y), y>o 
( 见 第 一 章 31). 车 属于 (BE,) RPA), 那么 ,由 第 一 章 
定理 .4 和 .14 可 知 , 4 wE MILB CCH, A 
(K«f)*(@) =P f(a), 
因此 我 们 看 到 ， 在 卷 积 变换 后 再 实行 Fourier 变换 ， 便 得 出 一 个 
形式 非常 简单 的 变换 ,例如 当 FEL (CB,) 时 , 则 由 Planeherel 定 理 
和 当 9 趋同 0 时 e 24 收 全 于 1 这 一 事实 ,立即 可 知 
lim| f 一 (K,* f)la=0, 


这 是 下 述 一 般 情况 的 一 个 极 简 单 的 特例 ， 作 卷 积 算 子 的 Fourier 
变换 ， 我 们 得 到 一 个 乘法 算 子 ， 它 的 许多 重要 性 质 是 很 容易 导出 
的 ，Poisson 核 是 一 个 径 向 函数 ,我 们 艺 ' 要 考虑 的 其 它 核 也 将 是 径 
问 函 数 或 是 径 回 函数 与 球 调和 函数 的 乘积 ， 根 据 定理 3.10, 我 们 
有 理由 期 望 这 种 核 的 Fourier 杰 换 具有 相同 的 形式 ( 既 使 这 个 核 
PE DP RL 函数). 

我 们 讨论 的 第 一 个 应 用 涉及 如 下 一 类 核 ， 它 们 给 出 的 卷 积 变 
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换 在 Fourier 变换 和 偏 微分 方程 理论 中 是 很 重要 的 .这 类 核 是 形 
如 PCw)/1z14 HR, HP PE AOA A, 8 是 复数 .车 
K 就 是 这 种 形式 的 函数 ， 了 H Ree- nik, WA K 是 局 部 可 积 
的 , 并 且 是 一 个 第 一 章 88 你 (3) 中 所 述 的 缓 变 广义 函数 .于 是 它 
的 Fourier 变换 K 有 意义 并 且 也 是 绥 变 广义 函数 ， 下 面 的 定理 
表明 , 当 B 在 某 个 范围 中 时 , K 是 级 变 函 数 ， 并 给 出 了 它 的 显 式 表 

定理 4.1 Ba 是 使 0 二 Rale) < 的 复数 ，P(oO) 是 五 .上 的 
kB HUHW MEHR, EK =Pa)/lol*, w G= 
yP) |t|, Hp 


7 ` 7 
he 4 wo OG =p nik—a 
Y= Yra oni (人 f ( 2 ) 
` p Fi 


证 明 ”我们 定义 Ka 4% |e| <li Ky(w) = K (æ); 4 |a|>1 
时 及 1(z) =0; 再 定义 Ko K-Ki. HR, Ki AFLE), E 
车 再 本 限制 Rola) <n/2, RA K AFL). 于 是 从 广义 函 
数 的 Fourier 变换 的 定义 ( 兄 第 - 章 (3.15)) 知 道 R=RL+ RR 
们 用 TECE.) N TEN PR RA Sia Ka 和 区 ,并 利用 (2.19)， 
可 看 出 , Ry 和 Ro — E HK) = fael) P@) M Bae) = 
fol |a|) P(e) WER. Wii Kw) =f( «|)P a), HH f= fat fa, 
假如 K 本 身 能 在 于 (如 NI2(Bs) 中 ,那么 根据 定理 3.10 可 立即 
推 得 了 是 一 (4 十 0) 阶 齐 次 函数 ， 但 遗憾 的 是 情况 并 非 如 此 , 因而 
我 们 不 能 直接 应 用 定理 3.10 来 得 到 这 个 齐 次 性 . 为 了 证 明 当 5> 
Ont, 对 几乎 一 切 ? 之 0 有 l 
(4.2) fOr) = f(r), 
我 们 虽然 可 以 利用 定理 3.10 ANEK IE, 但 是 利用 Fourier 4s 
换 和 E 上 伸缩 变换 之 闻 的 关系 来 证 明 会 更 容易 些 . 

设 p 是 一 个 检验 函数 (.9 的 一 个 元 素 )、 根据 乘法 公式 (实际 
E, 是 根据 缓 变 广义 函数 的 Fourier 变换 的 定义 ) ,我们 有 


|, K@@w)de- |, Rope) do, 
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EEREN, S sz 一 3u 在 右 端 令 o= 5-70, 则 等 式 变 为 
5" | K (3u)@(8u)du=8-" | „ RO) oO *e)de, 
Ay K (du) =d°"K (u), PRU A 
5" | „ KC(DP(8u) du=3~ | BO) pwd, 
另 一 方面 ， 其 值 为 P(3 +o) BAYH Fourier 变换 是 函数 
b(u) = dp (Gu), uC En. ABA, 对 一 切 检 验 函 数 p, 
37 fa Ê (8-10) p(3-4v) dv =8" in K (u)@(8u)du 


= | K OB du 
=| Ê (bludu 


一 | R (a) p(t) dy, 
Ait, 对 几乎 一 切 wE 盏 ,天 () 一 8 *K (S40), (4.2) EE, FR 
Fé) -| f(r) dr -| | fts)E ds= F(A) gt, 


EERE fr) =F’ r) 一 Yr-*“， 这 就 表明 如 果 O< Re(a) <n/2, 
WU JLE— E EEn B Rly) il ATH Y, RH 
取 p(w) =e" P(o), WEE 3.4, Ea pE mip. AE 


i 人 e-a PCE {PCE / |t|”) dt 
my |, POP) 8] de, 
将 等 式 两 端的 积分 用 极 坐标 表示 , 再 消去 相同 项 | [POI dr, 
我 们 就 得 到 
太一 人 re dr 一 y | ee dr, 


从 这 个 等 式 以 及 关系 式 
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i (E21) gp eti) = 9 | ew dt 
0 


便 很 容易 算出 ?7 的 值 . 
最 后 ,还 得 把 这 个 结果 扩展 到 整个 0< Re(c)<? 上 去 . 我 们 
已 经 对 0< Re(a) <n/2 UR p 是 检验 函数 时 建立 了 等 却 ; 


(4.8) | (PŒ) |a|} ada 


yra | {P(2)/\2)"*}p(@)da, 


而 上 式 这 两 个 积分 都 在 0< Re(a) <n 的 范围 内 各 定义 了 一 个 a 的 
解析 函数 . 又 由 于 yw,a 也 是 这 个 范围 内 a 的 解析 了 渔 数 , 所 以 等 式 
(4.3) 对 于 0<Rela) <n VR. 于 是 从 广义 函数 的 Fourier 变 
换 的 定义 立 妈 可 以 推 得 定理 成 立 ，】 

Ein K (e) 一 P(xz)/|z|"*, k>1, MRA TAH PHAR 
重要 的 算 子 :2 鉴于 定理 4.1， 我 们 自然 要 考虑 当 w 趋 于 0 时 的 
极限 问题 , 并 试图 证 实 

Rt) ihah {r (4) JT (24E) Jli", 
PASI A— PME K AUR SSB RR, 然而 大 可 
以 用 来 定义 一 个 缓 变 广义 函数 工 . 对 每 个 检验 函数 2, RNS 


(4.4) L(g) =lim| Kp dt, 
为 了 说 明 这 个 极限 存在 并 定义 一 个 检验 函数 空间 9 上 的 连续 线 


HZR, RIRE lim f, E Op) dt 证明 这 两 点 即 可 ( 因 
为 ,函数 
70, ji|<1, 
KO =—{ gos ¿>i 


是 缓 变 丽 数 )， 由 于 k>, 故 必 有 
| KG) dt=[ r f z. P(s')di' bdr =0, 


prn, 


10) 这 些 算 子 是 奇异 积分 算 子 (将 在 第 六 章 讨论 ) 的 特殊 情形 、 
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于 是 |  KW@e@ad=( KOPO -9(oylde, 
而 | p(t) ~ pO) | <{sup | (Ve) (iF Tél. 
从 而 , 4 t= |t|t’, |K 4) (p(t) -p()] | 

<{sup| (Vp) (s) [FPO |7141" 
则 Kt) (p(t) — pO) ] Fé a PRY AY, FF 
lim| Kpd | 


870 Jesil] a 


=|| EC) p(t) —p(0)] dt | 
<{sup|(Vo) OIH, LPE) /ND de, 


则 根据 第 一 章 定理 3.11 得 知 工 是 缓 变 广 义 函数 . 
由 极限 过 程 (4.4) 得 到 的 广义 函数 叫 作 主 值 广义 沪 数 ， 通 党 
我 们 把 用 定义 的 这 样 的 线性 沁 函 记 作 
L(o) =P.V. | K (o(t)dt, ES 
这 时 ,我 们 也 仍 用 玉 表示 该 广义 函数 
如 刚才 所 见 ， 既 然 K(t) = PE) ELTA EMD 
义 函数 , 那么 其 Fourier 变换 K 也 定义 为 缓 变 广义 函数 ， 下 面 的 
定理 证 实 了 我 们 上 面 提 到 的 当 « 趋向 0 时 的 极限 问题 
定理 4.5 设 Pz) 是 妃 ,上 的 齐 次 调和 多 项 式 , HNA k>, 
É K (w) 一 P(w)/ lal, 则 
Roho (4) rC PO 
= Ye oP) fel”, 
证 明 FRAT ART DR KR op ,证 明 
Ci) yoo | IPOE peat 
-PV.| {PO /NY dt. 
TA 4.1 fe, 4 O<a<in 时 ， 
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CE) Yea |, {PO /eg (Dd 


=| {P/N “pode. 
而 当 o—>0 WY, (让 ) 之 左 端 趋 向 (站 之 左 端 ,所 以 我 们 只 需 证 明 


lim| {PCD/ {t pdt 
wO n 


=P. V. | {PO/ NG Dd. 


由 于 卫 ( 坟 在 以 原点 为 心 之 球面 上 的 积分 为 0， 并 且 如 前 面 所 看 到 
的 , K()(6@) -GO)] 局 部 可 积 ， 所 以 根据 控制 收敛 定理 ， 便 得 
到 


lim| | {P(t)/|t|"**} (0) 


=lim| {PO /Nt —GO) Hat 


= 


=f aa FKOWO—HO)] dit |, ECOPO dt, 


lti> 
而 前 已 证 明 , 这 正 是 所 要 的 极限 P.V.| {PCO/|t4eCdt, 因 


而 定理 得 证 ，】 
H YP) = P(x) /\a|", xE sA, v =w/ o|, PP 是 
之 1) 阶 调和 多 项 式 ( 即 了 是 上 阶 球 调和 函数 ), 令 


Qe) ~ Sve, 


那么 , 从 定理 4.5 HEM, (2) = O(@')/|o|" 定义 了 一 个 主 值 广义 
K gr, E14) Fourier 变换 是 s 


R (a) = È yro P), 


鉴 杆 推论 2.3， 我 们 自然 更 一 般 地 考虑 由 如 下 的 2 BAM KK, 
XERA 2 是 在 D 2,1) PR AR YO =, 2, 3, o) 
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生成 的 闭 子 空间 内 .确切 地 说 , 这 个 子 室 间 是 由 万 中 满足 
(4.8) . | Q(z ) dr’ =0 
的 函数 组 成 如果 我 们 令 下 (xz) 一 Q(z)/|z1", 将 (4.4) 后 的 论述 
稍 加 推广 , 就 能 证 明 

Lire | EK @ep@ae 


定义 了 一 个 主 值 广义 函数 (这 里 , PER RR), RNG EK R 
WE., TEEM 4.5 有 下 述 推广 : 
定理 .7 RRO BL E) 中 满足 (4.6) 的 函数 , 则 存在 


唯一 的 一 列 阶 球 调和 函数 了 ,使 得 
(4.8) | Q= SY, 
BRB DL? (2,1) BRM. E ar 处 之 值 为 K(w) =A) 


oi 的 函数 定义 了 一 个 主 值 广义 函数 ， 其 Fourier 变换 是 0 阶 齐 
次 函数 ， 于 是 当 ron, R (e) =Q) =Qo(z/|z|), E 


_ SYP, Y® = yy Y”, 
ARAE L Eni) 范 数 收敛 ， 此 外 ， 
4.9) SRIYPP= Sel (YP) deoo, 
RZ, fE— 0 阶 齐 次 函数 Qo, EEE Zn 上 的 限制 为 平方 可 
积 的 , 量 满 足 | Qo(a")de’ =O, 而 且 有 一 个 满足 (4.9) 的 球 调和 展 


FF, WA, Q 便 是 一 个 形 如 K (w) =A) zj "的 主 值 广义 函数 
的 Fourier 变换 ,其 中 Q 属于 了 (2 ) 并 满足 (4.6). 


证 明 由 推论 2.3 直接 推出 式 (4.8)， 而 推论 2. “连同 推论 
2.4 的 正 交 关系 , 便 推出 


(k) || 2 
$ Ye <o 
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根据 定理 4.5, RB, “4A EY 00 时 , yaork”, BAe 
(4.9) 必 定 成 立 ， 为 证 明 K 是 用 前 面 所 述 之 方法 由 函数 Oo 得 到 
的 ,我 们 来 考察 核 

K™® (a) =Q™ (9')/\al"= > YCw 7 el” 


由 定理 4.5 nan, K™ (E3 EE) - 义 函 数 ) 的 Fourier 变换 是 0 
除 齐 次 函数 ， 它 在 Dn-1 上 上 的 限制 是 


> YP = > Yro Y ™, 


那么 , 若是 一 个 检验 疯 数 , 则 由 缓 变 广义 函数 的 Fourier 变换 的 
定义 得 知 


| „ Ra) 9a) dz=P.V. | ,Kwg(o)ds. 
HFH moo Bt, 在 态 ( as), 
SYP > > P-A 
(这 是 (4.9) 的 直接 推论 ), 由 此 得 出 
lim | K™(e)p(2) dz =| Qy(a/|2|)9(a) da, 


To 


男 一 方面 ,用 (4.4) 后 面 的 同样 论证 , 可 以 证 明 
(4.10) 


P.V. Í p Km (a) a) de 
-| K™ (2) Pa) -G(0)] dat {KE ™(a)G(@) de, 
而 当 moo At, Tee S YP OPH (4.10) Hy a a a 
| a Eœ LP) — o 0)] de + \ , K (@) G(x) da 
-P.V. | K o)l) ae. 
于 是 ,对 一 切 检验 函数 p, 有 
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S mn: a ae A a ac a ee Ta a a i e o tr. = 


I. Qo(a/ |x|) p(s) da=P.V. | K (2) (a) dz 


FEH LEAK 之 Fourier 变换 的 定义 得 知 , K 是 值 为 
(29(a/ |x|) (24 sA 0) RR, 

为 了 证 明定 理 的 最 后 一 部 份 ， 我 们 首先 注意 到 ， E 2。 有 满足 
(4.9) 的 球 调和 展开 È ry, aS 了 在 02) 中 收敛 于 一 
HE Ena 上 积分 为 0 的 函数 只 So YW Ryo, 把 本 定理 的 
第 一 部 份 应 用 到 这 个 函数 @ 上 ,就 得 到 所 要 求 的 逆 命 题 ，】 

更 一 般 地 ， 对 检验 函数 2 UK K (a) = Qa’) /| a)", 我 们 所 给 
的 关于 


P.V. | K (a) p(a)da= lim | 7 _K(a)p(a)de 
-| K (a) [p (a) — p(0) |da 
+| K (a)p(@)dx 


的 论证 , ARR Q E 21 上 的 可 积 性 和 性 质 (4.6). 因 而 在 这 种 
情况 下 , K wE- EEr RA. 下面 的 定理 给 出 它 的 Fourier 
变换 K 的 一 个 显 式 形式 ， 

定理 4.11 HQC, 满足 (4.6) ,那么 ,在 zx0 处 之 值 
Jy K (a) =Q(0')/ 0)" 的 函数 定义 了 一 个 主 值 广 闵 函数 ， 它 的 
Fourier AS 换 K EONA ve AR. Fie, 4+0, R («) = 
Qo(a’) =w jel). MWA, I v EEn A 


— Qola) = -f 9 人 | 可 sgn (zt +log | 人 | | dt 


其 中 sgn 是 ( -co，co) 上 的 符号 函数 : 
1, s>0; 
sgn (s) = 0, s=0; 
—1,s<0, 
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证 明 设 (有 中 的 一 个 函数 ， 当 0<s< lz|< 六 时 , 其 值 
为 Q(a')/\al", 当 |z| 在 此 区 间 之 外 时 , 其 值 为 0, Wt Fourier 3 
换 为 RY, 

若 令 2 一 TO t=pt’, wt TE Eni 上 , 则 有 


Ks (2) =| 7 Bwie-t Q(t ) di 


ex<|fij/<N Iż] 


N -arirp(w’"t) , 
-| Q(t’) 1| ee del dt! 
En- ~e p 


因为 8 满足 (4.6), 所 以 后 一 积分 每 于 


N _ N , 
| aw) 4) cos arp (a = cos 2 PP ap} di 


-iÍ Q(t’) if. sin 2arp(a +t’) dp} dt’. 

Xn- 8 pP 

但 如 众所周知 ， 

| sin 2x7p( v2 -t ) dp B fe © sins dg | 
| 


8 p | 


Pere(a’-t’) 
由 不 依赖 于 e, N, r flat 的 1 it aa 并 且 
eo, Now Je pP 2 


此 外 ， 
dp 


| <: COS SA plan's t ) 一 COS 过 了 人 全 
s p 


2ar at yo, JG 8 SD ny Cosg 
' ALS a ALA ` 
= | LS Wg 1P? dg 
Qeriatt’ le 8 | Lorre § 
Dr a “soar coss 
-| COSS re | ds. 
doar ie t'ie S J egris t’ |N 人 


经 简单 计算 表明 
Aare coss 


lim 一 ds = log o 


2 
eo J Hor gite 7] 


ATYA 
。 COSS 
lim | ds=0, 


Dgr r bN 5 


这 上 时， 前述 等 式 未 端的 两 个 积分 的 绝对 值 就 由 log(L | [P 
制 . 
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pr he mp herent, Se Hh ere rt rh i oo 


因此 ,我 们 证 明了 


'N go 2tirple’ ‘t'y , .oT ro» 
lim | 一 一 一 一 一 一 dp 一 一 1og | 站 | 一 -Sen th, 
好 人 ov 8 P i Z 


EE y oe ek FE os OCR AR BM j e, N, riat) Fe 1+ 
log (1/|a’+t'| ) 控 制 的 . 
由 Fubini 定理 立即 可 以 推出 ， 积分 | 、 [2G ) [+ 


og /le ot’ |) dt’ 对 几乎 一 切 w' E En , 是 有 限 的 ， HAAR Ft 
Jn EAS ABR, PEE, m Lebesgue AKA R, A 


lim K¥(a’)= -Í aan aa sen(a’+t’)+ log | a+’ | jee’, 
Zn- 


6-0, N 一 ?ce 


另 一 方面 , Yip BR BRM, ARIZA, 
|, Re @ wee [SD Gade, 


eciel<x fo” 
那么 , RNR s0, 六 一 co HARP, HA AA ee KY 
Fourier 变换 的 定义 , DAEM A. oe. ] 
推论 和 .到 EEI, En), MAR Oy BIHAN, 


证 明 ”根据 定理 4.7, 2 有 球 调 和 展开 式 > Yo, Q, 有 展开 


HH 


c> oo iH 
a> Y= 24 YoY ™,. 今 QOM 一 >> YR, Qi ae SN Y®, 出 
k= k= 


k=1 Lol 
人” 是 连续 的 , 并 由 定理 4.11 知 ， 
(2) ~ Q8" Ca") 


--{ fad’) A cy] spon læt) 4+-log| a’: lar. 


于 是 用 Schwarz 不 等 式 可 得 
| Qo (a") — Qi" (#’) | 


~ ({ (QQ) -~ 2) | ae’)? 


an” 1 
MA Zla jogjane] |*) a 


但 积分 LE t- | log att") |? *) at 


RE : 
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是 有 限 的 ， 是 不 依赖 J a Mi nco Th, 有 有 
| LOG- QG) |2 dt’ > O, 
En-1 


因而 {29°} 一 致 收敛 下 Qo, 又 因 QV, m=1, 2, 3,…， 十 连续 
的 ,从 而 Qo 是 连续 的 ， 推 论 得 证 ，】 

上 上 面 给 出 的 主 值 广义 函数 O(a) /|z|" 是 第 一 章 8 8 所 讨论 的 
(I, DARO LRA AABT, 我 们 将 在 第 六 章 中 看 到 ， 这 些 广 
SOR Bt CL, LP) BW, L< poo, 

我 们 考虑 的 下 一 个 应 用 是 积分 的 男 一 种 求 和 法 ， 在 第 一 章 中 


( 见 (1.12)), HF DEO HHO) =1, 我 们 曾经 引入 了 积分 | A 
H DFH 
M,,o(h) = | B (en) h(n) da. 


当 O(s) =e" 时 , 我们 得 到 Abel FH, 24 D(a) =e! i, 我们 
得 到 Gauss- Weierstrass 74 F3, iy 24 
(1--|@]?)°, |z| <4; 
ae 
65>>0, 则 得 到 一 个 同样 重要 的 求 和 法 : Bochner-Riesz 求 和 法 ， 对 
此 习惯 上 取 e=1/R, TRA 


M, olh) ~ Mamo (h) = | (i- ZF) a(@)de, 


若是 了 属于 LH), p=, H h(x) =f (we, 则 ( 见 第 一 章 定 
理工 .16) 
Sh Ct F) =S} CE) 


-=| fem Ls) de 
~| f(a) Re R@-1)) de 


是 积分 |， forerao ( 它 定义 了 了 的 Fourier EAE $ ) 的 


Bochner—Riesz 平均 . WF p 属于 DL’ C2, ), M HERE 1.18, 
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at i Loin cob ee we enw ea aan 


Si MIGROS FFE p LE LS - 章 定 理 L25 的 假设 , 就 有 
lim S(t) = f (0) E 
我 们 来 证 明 当 8> (一 起 /3D 时 ,这 此 结论 是 成 立 的 . 
为 此 ,我 们 来 计算 Fourier 4 换 p=., FRE H Bessel 函数 
的 等 式 对 进行 这 -计算 是 的 . 
引 理 4.143 沙 凡 > 一 3 m r> 一, t>0 时 ， 


pets 
l (v+1) 


证 明 ”如 果 我 们 把 cE RHE A He > Cats);/j1， 则 对 实数 


41) OD GED 
于 是 , (4.14), 
f' J Cis)s#*7(1 — 8°)” ds 


1 | /DN wt23 
一 AT a ua+1( 1 say> J 


yp ag oe 
= XOVG EuT F h Mo d 
_ 7T (v+1)x 


Jarat) = | J (ts)st1(1- s)” ds, 


(1/2) kta) 42) 
MERCES ESN 


(t/ 2) jetvtit2j 


NJ NYA MA 
pert E 1) jE te tj+2) 
2°7 Í 


引 理 得 证 ,，】 
定理 4.15 RRR 
11) #%&(m—1)/2 叫 作 Bochner-Riesz 可 求 和 临界 指标 。 我 们 在 第 七 竟 还 会 吉 到 
它 . 
12) 推导 这 一 式 子 时 , 要 考虑 到 定义 办 BEEF 2 | (cos t1 -ya ds 
的 。 那 么 等 级 数 (4.14) 的 系数 就 含有 表达 式 | 9 1-92) -324s, 这 可 以 从 
熟知 的 关系 式 TODE Gerry) =| wau du 计算 出来， 
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d wp 
n 


-R K KH T 


Re Et A ee a a I A dah te tk 


(1— |i?) [ti 1. 
0 , {él >, 
Hp &>O, M 
Ê (æ) =m r (H1) |æ 72, (alel). 
2 


证 明 根据 定理 3.3， 有 
B(x) = 2m |o |7 D 人 (1—[8|2)"Seaao(2x[a[s)s"/? ds. 


现 取 v=6, w= (n—2)/2, 应 用 引 理 4.13, 则 上 式 等 于 
2m | a |7 (Dae) PAP (8-1) |w |I naa Cm lwl), 

由 此 容易 导出 所 需要 的 Ow) Wek, | 

由 (3.12) 和 (4.14) HEM, 2-4 ô>(n—1)/2i}, p= RF 
I(E). 此 外 , p 满足 第 一 章 定理 1.18 和 定理 工 .中 之 假设 ， 因 
此 我 们 得 到 ， 

推论 4.16 #fEL(E,), 1Kp<o, Sk= pamm*f, Ie Ab 
PBT) = R"p( Rs), R>0, 8> (n—1)/2, 则 

(a) 4 R- co 时 ， (So — f |»—>0; 

(b) Xy f Hy Lebesgue 点 集 上 的 所 有 zw, 有 

lim S} (v) =f(%) 

(特别 地 , 对 几乎 一 切 E En 这 个 等 式 成 立 ). 


$> 进一步 的 结果 


5.1 我 们 不 难 把 定理 1.1 推广 成 为 描述 Fourier 变换 与 E, 
到 自身 的 任意 一 个 非 奇 异 线 性 变换 间 的 关系 上 去 ， 设 0 就 是 这 样 
一 个 变换 , 并 定义 0 是 o 的 伴随 道 变 换 的 道 变 换 ( 等 价 地 ,， o 是 o 
的 道 变换 的 伴随 变换 )、c 称 为 c 的 这 步 (变换 )， 如 果 我 们 定义 
0 在 函数 上 的 作用 为 变换 Ro (Rof) =f(on), RALPH 
果 , 若 ELCE,), 则 (Ref)^ 一 |det o| R. LRE, FR = 
[doto |-1Rj.F， 要 证 明 它 并 不 比 证 明定 理 1.1 困难 ， 由 于 变量 
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代 换 s=ot 的 Jacobi FF Hst deto], RRA 


(Ref) =—) et" flow) da 


Ba 


== | dec | = f gT Tio) f(s) ds 


1 
En 


= deto | =f P F (g) ds 


= |deta | (Bf) (4). 

5.2 下 列 结果 (BR. Coifman 写 信 提 供给 我 们 的 ) 进一步 下 
明 ， 正 交 变 换 和 Fourier 变换 有 着 紧密 的 联系 : Bo 是 也 ,到 自身 
的 连续 一 一 变换 ,使 得 Ro 与 Fourier 变换 可 交换 , 那么 , o 是 一 个 
正 交 变换 ， 为 证 明 这 一 点 ,我 们 首先 看 到 , 在 假设 条 件 下 ， 

(RoF f) (0) = (F Rf) O) 

对 一 切 fED(B) 成 立 ， 把 这 个 等 式 应 用 到 % 的 函数 Se= 
goe Yr SDE En) E, XE yE En ERER, RTIRA, 


0 -| [e™ ?e000eo-2rion (ey (2) — ereng (ow)] da. 


En 


而 再 根据 假定 , 有 
于 是 对 一 切 D4) PZ g, 


0 = |, [eo 2%i(ehton (ev) — go Prie 00 giz) dg, 
sr 


Hp h=o(0), AmI U w, y E p, OMe MOOD sag Paleo) 
于 是 对 某 个 整数 k, Haeehtot@)-y=a-o(y) +h, Ao 的 连 
续 性 得 出 是 常数 . 令 2 一 0 则 对 一 切 yEB, RH o*(0) -y=k, 
由 此 打出 #=0， 因 而 , Ho (0) =0 知 , h=o(0) =O, 这 就 证 明 
TH-WyCh, Hot@-y=voy), 或 者 等 价 地 有 wy= 
o(@)-o(y), Aik, o 是 把 0 映射 为 0 的 等 距 映 射 ， WRAL o 
是 正 交 变 换 . 

6.3 i Bl, y), w, YE 是 一 个 非 退 化 实 对 称 二 次 型 (不 
一 定 是 正定 的 ), 那么 , 4 oC A, AEM, BER to (t) — Pe fe 
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woe = 


re 


一 个 特征 ( 即 指 由 E 漳 绝 对 值 是 工 的 复数 集 的 连续 映射 ， 使 对 
s, tE En, H olst) 一 22 人 的)， 我 们 定义 特征 的 乘法 为 : 
40,(t)=a,() a(t), 那么 , 一 切 特征 的 集合 是 一 个 群 -一 一 妃 , 的 
Hee. MR wow 是 Ea 到 它 的 特征 群 的 一 个 问 构 ， 不 难 证 明 
这 个 映射 是 映 上 的 ， 于 是 我 们 可 以 把 轧 ,与 它 的 特征 群 同 等 看 
待 ， 这 种 “等 同化 ”当然 是 依赖 于 双 线 性 型 8 的 . | 

我 们 显然 可 以 把 特征 和 特征 群 的 定义 推广 到 任意 局 部 紧 
Abl G 上 .， 但 是 一 般 说 来 , G 和 它 的 特征 群 G 不 一 定 是 同 构 
的. EARMS H, Op RA S iy Fourier 变换 定义 为 
@ 上 的 一 个 函数 , 它 在 过 处 的 值 是 


FE) =) FHA dues), 


其 中 凡是 Haar 测度 ， 利 用 En Al Ê. 的 上 述 等 同性 ， 对 每 个 非 退 
化 实 对 称 二 次 型 B, 我 们 得 到 -一 个 “Fourier 2 ERT = T's. 


CO ee) plade=| oral fs, 


当 B(x, t)=a-t IS, ILRI —- AEE ITM) Fourier 变换 ， AB 
中 利用 了 Fourier 变换 和 正 交 群 之 间 的 紧密 联系 ， 一 般 说 来 ， 
Ts 辣 与 B 相 关联 的 正 交 群 有 相似 的 联系 . 也 ,的 所 有 线性 变换 o BF 
成 之 群 0e( 四 保持 二 次 型 6 不 变 ( 即 对 所 有 YE En Blow, sy) 
=A(x,y)). WẸ o €O,(n), Re 是 由 o AHR, BEH 及 为 
定义 域 的 函数 上 的 变换 ( 见 5.1), 则 与 定理 1. 1 的 证 明 冶 理 ， 可 证 
RV ,=T Re, WA, 5.2 的 结果 也 能 推广 于 这 一 情形 ; 当 o BE, 
到 自身 的 连续 一 一 变换 , 使 得 ER 与 Ts 可 交换 时 ， 则 有 o COKn), 

54 我 们 已 经 强调 过 伸缩 变换 群 的 意义 . HERB Mellin 变 


Bet, 伸缩 变换 的 作用 就 更 加 显著 ,而 通过 Mellin ER, 7 可 以 重新 


解释 本 章 的 一 些 结果 . 
«RS RENO, "2) 上 的 一 个 复 值 函 才 ， 满足 可 积 性 荣 作 : 


那么 它 的 Mellin He MC). (8) EXN 
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Ce ve cme Ea dee A A A Ea se a a a Rn int. : - nee Woa ose ee 2 one 


o M| f(a)ar = ， 对 Re(s) =O, 
如 果 ft, fo 都 满足 可 积 性 条 件 , 则 如 下 定义 的 来 性 卷 积 
/ Far fa) (2) =|" fate/u) fay) 


也 满足 可 积 性 条 件 ， 我 们 有 Mnt) =M) M, (Sa), Mellin 38 
换 士 分 类 似 于 Fourier 变换 , 它 的 许多 基本 性 质 都 可 以 从 Bs 上 的 
Fourier 变换 通过 变量 代 换 2 一 所 把 Hy BHO, 00) TSR). FE 
这 方面 ,我 们 引述 以 于 等 式 是 有 益 的 .车 fw%) =a“, (a), a>0, 


[> 0 一 > 则 


(a) MCs) =2ote- map ( ots ) /T(u -ats +1); 


uu PERRERA LESA 41 snes (假定 我 们 已 
经 有 了 定理 3.10), 
(b) & fila) a", (0), | 
B vw aarti pT) /2°E Oo), sl. 
fale) = 4 0 | O<ectl, . 


s 


WRZ v>- 1, u>- RE SO) = (far fa) 0) at" F pale), 


这 个 等 式 与 引 理 4.13 等 价 . 该 引 理 的 另 一 证 明 可 在 证 明 .如 (3) = 
Mr C) -Ag 后 得 到 ， 

，(a) 的 证 明和 关于 Mellin 变换 的 进 一 - 步 结果 ， 可 参看 
Titohmarsh [2]. E 
= 55 ie See cee 214 ors 
二 章 定理 1. D. 从 定理 2.10 和 调和 瑞 数 的 Poisson 积分 表示 ( 见 
定理 1.10 和 推论 1.11) 立 刻 可 推出 调和 函数 是 实 解析 的 . | 

6.6 引 理 2.11 与 下 述 事 实 等 价 . 只 有 与 旋转 可 交换 的 常 系 
数 微分 多 项 式 才 是 Laplace AT WSK. BAM, “n> 
时 , 引 理 2.11 等 价 于 下 面 的 合 题 . 

# D=(0/Om1, +++, 0/0%,), PD) Si En 二 请 系数 微分 多: 项 
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式 ， 那 么 ， 对 一 切 旋转 变换 o, i POR =R. P(D), SHA 
了 (2 一 co 十 ci4 十 十 Cmd", he 处 d= 8? /dej + --- + /da2 是 
Laplace 算 子 . 

5.7 我 们 利用 生成 画 数 CL 2rtte*) 3 米 定义 超 球 多 项 式 
2， 当 和 一 0 时 ,我 们 考虑 Tchebichef 多 项 入 更 为 恰当 ， 它 的 生成 
PR BAe 


log (1 2wt+ r = —2 eT, (Or, 
k= 


这 样 , 就 可 以 不 必 象 $ 2 中 常 做 的 那样 排除 二 维 情形 ， 例 如 ,我 们 
车 利用 Tehebichef 多 项 式 , 则 定理 2.14 就 对 %=2 也 是 成 立 的 . 

5.8 在 研究 En We SO(n) BRAM, 显示 出 SO(n) 
与 球 调和 函数 有 重要 的 联系 . 现 设 Roa C3.) EM H+ 
P: (Beaf)(@) =f (0710), WES o > Rom 是 SO(n) WA E 
示 . 车 把 Ro 限制 在 子 空 闻 N44(h 一 0, 1, 2, …) 上 ， 我 们 就 得 到 
SO mn) 的 一 个 不 可 约 表示 .在 维 数 n=8 时 , 用 这 种 办 法 可 以 得 到 
SOW) MAA AHR. 8O( 一 站 可 以 很 自然 地 视 为 等 闻 平 
SO(n) M—-A-F HF GC, 2 ), 这 里 ,Gn, 0”) RHE w EB, BR 
持 不 动 的 那些 旋转 变换 o A. 根据 引 理 2.8 知道 , 在 每 个 空间 
3 中 ,有 一 个 非 零 向 量 ( 即 Yo) 对 --… 切 算 子 Ro 保持 不 变 ， 此 处 ， 
o ETE Gal, 2')(~S8O(n—-1)) WITH. HE SO(n—1) HE 
用 下 有 这 种 不 变 向 量 存在 ， 那 么 就 可 以 在 SO(n) 的 一 切 不 可 约 表 
示 中 , 在 西 等 价 的 意义 下 , 表征 出 我 们 上 面 所 说 的 不 可 约 表 示 ( 见 
Weyl[1] 和 Boerner([1]), 

5.9 把 推论 4.12 推广 到 QEI?( E), pol 的 情形 ,其 证 明 
没有 本 质 的 不 同 : 用 Holder 不 等 式 代替 Schwarz 不 等 式 , 在 用 球 
调和 函数 逼近 函数 时 ,不 按 L 范 数 而 改 按 I? 范 数 . 我 们 还 可 以 
更 加 精细 地 证 明 ， 当 12|1log* |8| 可 积 时 ， 该 结论 也 是 成 立 的 (此 
处 , 当 wre ht, logt ww 一 log a; “4 0<r<1 Rf, log*a=0), 

5.10 显然 可 以 对 I?(B,), 1<p<o, PRGA 总 类 似 
的 空间 ， 我 们 注意 到 , 当 fole POET P(E), 1<p<2 时， 
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册 它 的 Fourier 变换 了 由 公式 (3.10) 给 出 , 式 中 的 收敛 性 是 接 D 
范 数 的 ( 见 本 书 第 五 章 (14.2)). 于 是 引 理 3.11 中 对 Bessel pk Sr Ay 
估计 就 有 以 下 结果 ， (a) #1<p<2n/(n+1), W 了 (wz) 等 价 于 一 


个 当 zx 0 时 连续 的 函数 ，(b) c(i), f ER 


以 外 是 OW 类 中 的 函数 ; (0) 当 Pp 一 工时 ,条件 可 以 改 为 F<(n 一 1) 
/2( 这 种 类 型 的 结果 是 N. Varapolous 写 信 提 供给 我 们 的 )， 这 些 
事实 都 可 由 引 理 3.11，H6lder 不 等 式 以 及 关系 式 (CVA) 
tags (E) ( 见 (3.2)) 扒 出 . 


文献 注释 


| 我 们 对 Boel 函数 只 介绍 了 在 研究 Fourier 变换 时 所 需要 的 性 质 . 关 

于 Bessel K A 5S HE HY WIR A] B B® Waison[1] 或 Bateman Manuscript 
l Project [i] Vol. 2. % ot — 4 i$ on RO OA oo FL, Gegenbauer 和 
"chébichef 多 项 式 ， 我 们 也 建议 读者 参考 Bateman Manuscript Project(1] 
Vol. 2 关于 V, 空间 上 ourier 变换 的 早期 研究 可 参看 Hecke [1], Bochner 
56] gn Herz [1]. 定理 4.1 的 另 一 证 明 可 参阅 Calderon [3], Mihiin [1], 
Gaideron 和 Zygmund[ 引 最 先 彻底 研究 了 核 K@)=28@')/\a|" 的 Fourier 
变换 .旋转 变换 群 的 性 质 可 以 用 来 进 --- 步 得 出 与 本 章 有 关 的 各 种 结果 ,下 可 参 
阅 Vilenkin[ 171, Coifman 和 G. Weiss[1]. ` 
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第 五 章 算 子 插值 


设 卫 是 把 某 线性 空间 .oY 映 入 另 一 线性 空间 乡 的 线性 算 子 ， 
i Ao, 41 Æ -Z h Banach 子 空间 , Bo, Bi Æ BW Banach 子 空 
H, 4 T RHE A LE, 它 将 A BIRD B, 4 一 0 1, 这 时 ， 
我 们 常 能 证 明 , 存在 无 穷 多 个 “中 间 ”Banach 空间 的 序 偶 CA, B), 
4C.w ,BC 光 , 使 限制 在 4 上 的 人 是 将 和 4 映 入 BB 的 有 界 算 子 .我 
们 称 这 种 类 型 的 定理 为 线性 算 子 的 插 鸽 定理 ， 它 们 在 Fourier 分 
析 中 有 许多 重要 的 应 用 ， 我 们 已 经 过 到 过 一 个 例子 . .一 多 是 组 
FARASE, T 是 Fourier 交换 , Ao~ L (En), Bo 一 L” (及,)， 
A= D’ (E) =B, WA, ET RAE DLEE, 1S2, N T E 
DP (4) A RRA LE), xB Cl/p)t+C/q) =1, 这 是 从 关于 
LP 空间 的 基本 插值 定理 M. Riesz 插值 定理 一 一 得 到 的 . 我 们 
将 在 本 章 第 1 世 中 研究 这 一 定理 以 及 它 的 某 些 应 用 ， 还 有 男 一 种 
类 型 的 插值 定理 ， 在 这 种 定理 中 ， 我 们 无 需 做 如 同 在 “端点 ”(4o， 
Bo) 和 (41, Bi) 处 有 界 那样 强 的 假定 ， 而 且 还 可 把 的 线性 条 件 
改 成 某 些 更 弱 的 条 件 . 这 种 所 请 的 Marcinkiewicz 定理 用 于 极 大 
HALF fom, 正 是 我 们 在 第 二 章 曾 讨论 过 的 课题 KEFY 
将 用 来 讨论 Marcinkiewiez 定理 的 应 用 . 当 我 们 把 此 Maroinkie- 
wioz 定理 推广 于 包含 各 了 2 类 在 内 的 函数 空间 族 时 ,这 一 定理 是 最 
多 明白 的 .我 们 将 在 第 3 节 研 究 这 个 函数 空间 族 Lo, 49) 空间 以 及 
推广 形式 的 Marcinkiewicz 定理 ， 在 第 4 节 我 们 要 讨论 M. Riesz 
定理 的 一 个 推广 , 在 那里 , 算 子 随 着 “中 间 ”Banach 空间 序 偶 而 充 
分 光滑 地 变化 、 | 


$I M. Riesz Skeet Le 空间 上 算 子 的 插值 


我 们 在 前 几 章 曾 遇 到 过 一 些 作用 在 I? 空间 上 的 算 子 , 其 中 一 
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类 是 由 LC, ) Ba MAY EAR AS, RA E S EE) AE Ee 
ge L'(H, we feg WAT U.S EH 1.3 知道 ,T 是 定义 
在 LDE) LIE OE) PRM AAAS; BAER |Z 
AS |S lp. 另 一 方面 , 我 们 应 用 Holter 不 等 式 , 立刻 可 知人 也 
LH) AAA LH), 其 中 (1/p) 十 (1/p') =1; 同样 , 算 
FMT (RB. HT Be Me DL, Ml DL? (By) E 
的 , 所 以 对 于 i<c<p’, 存在 着 存在 空间 上 (如 ,) 的 一 个 自然 的 扩 
a, 车 gE LCE), 则 我 们 可 以 找到 g ELE), gE LP (En), 使 
g 一 用 十 gs， 定义 了 Ty AE AT, (显然 TT, 不 依赖 于 9 的 特定 分 解 
g=g F9). WA, 我 们 自然 会 问 , T ERWE LA) AA RA 
某 空 间 LE) 我 们 曾经 不 加 证 明 地 叙述 过 ( 见 第 一 章 (4:3) )， 
当 (1/g) = (1/p) 十 (1/7) 一 1 时 情况 就 是 这 样 ， 且 了 i 也 不 超 过 
上 #1s， 也 就 是 说 , 当 了 EL?(B,) 和 gEL(B,) 时 ， 

(1.1) Pg hes Fb ol gir. 

在 本 节 中 我 们 将 指出 , 这 个 不 等 式 ( 称 为 Young 不 等 式 ) 易 从 作用 
在 L? 空间 上 的 线性 算 子 的 一 个 一 般 定理 推 得 . 

”这 个 一 般 定 理 还 可 以 应 用 于 Fourier 变换 F. 我们 曾 把 多 
当 作 五 ( 轧 ,) 和 工 *(H,) 上 的 线性 算 子 来 处 理 ， 第 一 章 定 理 1.1 之 
(a) A, F EER CES) L°(E), BHEFHASL, 
而 Plancherel 定理 告诉 我 们 , . 把 I2(B,) 上 映 成 它 自身 , HAT 
范 数 等 于 1. 与 前 段 的 理由 相同 ,. a 到 “中 间 ” 空 间 LPC) (1< 
2 和 2) 的 一 个 自然 扩张 (也 可 参看 第 _- 章 $ 2 末 之 说 明 )， 我 们 将 证 
明 , 这 个 空间 被 Z 有 界 地 上 映 入 I2CB,), 其 中 (1/p) 十 (1/p”) =L, 
且 算 子 范 数 三 1。， 也 就 是 说 , BSCE), 1<p<2, 则 f= 了 
属于 Z2 (五 ) , 且 
(1.2) ifls Il». 

1) ha TEDAD HAREM, MEAN IT Re Cae. BP |T|-inf{z> 
0: | LF Skl 对 一 切 FEL}. 


2) fan, lg) | 之 1 时 , 令 a@M=9@;35 ig (@) | <1 时 , F gı) =0, 我 们 就 
得 到 这 样 一 种 分 解 . 
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这 一 结果 就 是 著名 的 Hausdorff -Young RF A, 
为 了 叙述 前 面 提 到 过 的 关于 线性 算 子 的 一 般 定 理 一 一 M. 
Riesz 凸 性 定理 ,需要 引入 一 些 新 的 概念 和 记号 . M, M, 4) 是 一 


个 测度 空间 5， TPM) A<p< co) gem EIS a (| LF Pau) < 


co 的 一 切 复 值 函数 的 空间 ， 如 同 M= a, 时 一 样 ( 见 第 一 章 开 
头 部 分 ), 我 们 把 几乎 处 处 相等 的 两 个 函数 看 作 是 等 价 的 ， 并 用 同 
样 的 记号 LM) 表示 这 样 得 到 的 等 价 类 空间 ， 把 包含 函数 了 的 等 
价 类 的 范 数 定义 作 | flo, 这样 就 得 到 了 一 个 Banach 空间 .对 f€ 
ZL~(CM), BINS. 是 的 本 性 上 确 界 ， 那么 我 们 对 本 性 有 界 可 
测 函 数 空间 DM) A EY AE. 
车 f 是 一 个 可 测 函 数 , f 的 截 函 数 是 指 这 样 的 函数 9. 
Ja) -= po r< |f (2) | <ra; 

0, HÈ, 

Hp ry, ys 是 非 负 数 ， 设 2 是 一 个 算 子 , 它 把 (M,NM, ww) 上 的 可 
” 测 函 数 的 线性 空间 DD 映 到 另 一 个 测度 空间 (NN, N, v) EKW 
MASH, 我们 设 也 包含 一 切 有 限 测 度 集 的 特征 函数 ,并 设 当 
f ED 时 , 它 的 截 函 数 g€ D， 如 果 存 在 一 个 常数 玉 >0, 使 得 对 一 
切 fEDNIs(M), 有 | 


(| IPF) = PFE, Fld) 


我 们 就 说 算 子 卫 Æp, OPH. PRARSRAIH RD, y 
ET HC, DEX. | 
现在 , M. Riess fh tk eRe BT OP ea, | | 
定理 1.3 BAERS TE a gw) 型 的 ， 其 (Po 96) LRA 
k, @=0, 1. 如 果 1/p:= A-t)/pott/ps, 1/n= 《一动 /ge 十 
t/q, OKIKI, W T Elp 0) 型 的 ,其 (Di ae) ER eh, 
3) M 是 一 个 集合 ,.& 是 M 的 可 测 子 集 的 o 代数 , 4 是 定义 在 上 的 测度 .我 们 
仅 考 虑 c 有 限 测 度 空间 , 那么 , 测度 论 的 一 切 标准 结果 ,诸如 Badon-Nikodym 


HA F. Riesz gait SUS, ABR A WAY. 
4) 当 Po Pi Jo BK q OR, RIAA AW: Bl1/co=0, 
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在 证 明定 理 以 前 ,我 们 先 来 说 明 如 何 从 它 推 出 不 等 式 (1.1) 和 
(1.2)， 我 们 曾 看 到 , 算 子 7;g->f*xg 是 (po, qo) = C, p) M Cp 9) 
一 (2 ，o0) 型 的 ( 它 的 定义 域 避 包括 所 有 的 空间 DH,), l<r< 
p): Mm, HC, PWA, 0%) 范 数 不 超过 fie 于 是 了 是 
(pi, 9) AUR, OSE <1, 此 处 

| Hot ty t oe 


q go a p © pp" 
E r= p, I= q, RIM A 
tadtad (yt) 1-44 4-1, 
q P P P P 7 
WS, TR, Oye eRe [PS h= i fle, MIE ARGH 
(1.1), Zib, 由 于 Fourier 变换 是 (1 ceo) 型 和 (2，2) 型 的 ， 其 
范 数 都 不 超过 1， 对 t=2/p 应 用 定理 1.3， 就 得 到 Hausdorff- 
Young A 485% (1.2), 
考察 M. Riesz fy Hee LAS a A. BQ 

面 上 的 正方 形 , 其 顶点 为 (0, 0), C, 6), G, DACO, 1). ATH 
满足 定理 工 3 假设 条 件 的 算 子 ， 为 了 说 明了 是 (po，gqo) 型 和 (py 
91) 型 的 , 我 们 可 以 把 了 与 点 zo= (1/po, 1/qo), 21= (1/1, 1/9) 
联系 起 来 . 当 t 值 从 0 取 到 1 时 , 则 点 o= A/p, 1/g91) 就 跑 亡 连 
结 zo 和 zw1 WARE, 定理 .8 是 说 ,对 这 个 线段 上 的 每 一 点 (a, B), 
T 是 (1/a, 1/B) 型 的 . 

我 们 之 所 以 把 定理 工 .8 叫 作 吓 性 完 理 ， 是 因为 如 果 POET 
的 (pi, qt) 范 数 的 对 数 , 那么 9g 是 山 函 数 ， 而且 ,能 使 了 成 为 (p, 9) 
WHA, 1/9) 的 集合 是 一 个 西 集 ， 我 们 来 证 明 ， 用 函数 论 的 
一 个 古典 缚 果 - 一 - 它 也 涉及 到 对 数 凸 酌 数 一 一 可 以 导出 定理 1.8 
这 个 结果 , 即 Phragmen—Lindel6f 定理 ( 见 第 二 章 (5.2)), 就 是 著 
名 的 三 线 定 理 ， 它 可 如 下 叙述 : 

3181.4 EK F RAR S={et+i=2z2€C; 0<z<1} 上 
的 有 界 连 续 复 值 函数 ， 它 在 S 内 是 解析 的 ， 如 果 对 一 切 久 有 
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[FG |<m, |FUA+iy)|<mi, W—-W2z—ct+ieS, RA 
| Pat by) | <m mi, 就 是 说 , RA eM he = sup{| Petty) |, 
— CO~Ly< coy, K2 L, 则 gp (2) = log ke Fi — A 7h A BR, P 

证 明 显然 我 们 可 以 假定 mno Al m WEE. Ra, (AY 
ZEA Fm mi, 我 们 可 以 把 问题 化 为 26 一 4 二 mu 的 情形 . 
THERINW URES HAN y, AIP Gy) | <1 A | Frati) <1, 
我 们 要 证 明 , H — yy zeS, A F(z) | <1, 如 果 能 有 lim F(a + ty) 
一 0 对 O<a<1 一 致 成 立 , 则 由 极 大 值 原理 就 易 证 明 所 看 的 结果 ， 
因为 这 样 我 们 就 能 找到 yo 二 0, 使 对 一 切 |y| 宇 yo， 有 | 了 (z+iy)| 
<1, MELA iyo, 1 十 多 o. 1— iyo -iyo 为 顶点 的 矩形 边界 上 ， 有 
1 (| <1， 一 般 说 来 ， 我 们 考 虞 函数 F =F Oe, n= 
1，2,…， 由 于 也 是 有 办 的 ， 所 以 当 y> 吕 时 ，[F,(2)| 一 
| PCa tay) le Ye Pm | Pc + dy) le ">0 对 0<w<1 — 
Rw. KIF y) <1, |F,+%y)|<1. Wig FOLS 4 
n> 就 得 到 我 们 要 证 的 不 等 式 . 】 

现在 我 们 来 证 明 完 理 开 .3， HE, 设 o@=1/p;, B;=1/9;, j= 
0, 1, a=1/p, B=1/q, RE, WT 2€C, #3 a(2) = (1-2) ay 
+a, B(z)=(1—-2)Bot2681, BIR Ao (7) =a;, B= B; 
j=0, 1, a(t) =a, BO) =B. 

首先 我 们 估计 iFi。 XE S EM NA HL PE MH 
的 有 限 线性 组 合 ， 依 定义 ,这 个 简单 函数 了 是 在 人 的 定义 域 中 . 因 
为 

IP fla=s0p! | (Tf) gd, 


这 里 , 上 确 界 是 对 一 切 满足 91w 一 i，(1/gq) 十 (1/q')=1 W A R A 
数 g 取 的 ,于 是 我 们 只 需 证 明 每 个 这 种 积分 
=| (Pf) gd 
的 绝对 值 不 超过 Rye Sl). 如果 | fj; 不 为 0， 则 上 述 结果 除 以 
|| Flo, 我 们 又 可 把 问题 归结 为 | /= 二 的 情形 
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于 是 , 我 们 设 S- Sass, Al y~ È dene, 是 满足 上 述 条 件 的 
fl BPR. RTE p<. 00,q,>1, 则 a>0, B<1, Ë a= | oj|e 
by | bnle'™, 对 2€C, EX 


gs = > | bx| (BI OCX 
_ 


prO- (Tf) gdv， 则 得 到 一 个 整 函 数 ， 依 a() 和 LORE 
义 就 推出 FOI, 根据 了 的 线性 性 质 , 我 们 看 册 


F(z) =>) a; | ale) {a | b; | (1-&(2))/CA— Boy ik, 


其 中 yn tto] (Tre) zedv, 由 于 式 中 每 个 被 加 项 在 带 域 8 
中 有 界 , 因而 若 整 函数 了 限制 在 该 带 域 上 上, WP AH. 如果 我 
们 能 证 明 , 3 — y A |F Ciy) | <ko, | PA +t) | <hr, 则 可 从 引 理 
1.4 立即 得 到 所 要 的 不 等 式 | 了 | < k ki, 
我 们 可 以 这 样 来 得 到 这 两 个 佑 计 式 : 由 于 
aliy) =a + ty (a4 一 ao)， 
1— B(4y) = (1— Bo) —%y(Bi— Bo), 
BR [fugl™— | feae] foe | Ff 
和 | Jey |a = |e! arg g lg | ~iy(B1~Be)/(L-B) | g|” /Q) | = lg|*. 
于 是 , 利用 Holder 不 等 式 和 了 是 (wo，go) 型 并 具 范 数 ho, 得 到 
|F u| S| PF ey | ao! Iinl as < kol Finl pol Gi las 


1; Po , A Mt 
一 和 (| If ldu) “(| Igid») 
= kol f| 2/2 ly yr = ko, 


进行 类 似 的 计算 也 可 得 到 | Fadi) <k. WERNANE, 
HRERS ELM), [TF lasko hil f |p. 
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AT At fC DNL? (M) Beare AE HP DET 
的 定义 域 ), 我 们 来 证 明 , AY EA $e F-FBM Ft, “4 no 
时 , 有 | fof, >0, BIFILE- 2, Afo aT) a). pE 
采 真 如 此 , 利用 Fatou 引 理 和 我 们 刚刚 得 到 的 关于 简 BL f 
F, 就 得 出 不 等 式 
[P fla <<) Tali {EH fal} KOMI Uo, 
于 是 定理 就 能 得 证 . Oy SHRM ORP SI, BU Be SSO RAR 
们 可 以 分 别 考虑 Ret ft AAU} PIER RA). 我们 了 还 可 认为 
PSP 《否则 可 重新 编号 )，、 令 放 和 广 是 后 的 截 函 数 ， 其 定义 如 
F; 
pa- po. 当 farts 
O, 4% fi@)<i1, 
f= F- ERAO, GO, LD As SAR, 
所 以 有 f°EDN ISM), f EDNL®M), Æ tom} BMT S HY 
JED fj FA a $c BBE a, 则 依 Lebesgue 单调 收敛 定理 ， 
lim | gm — f lp=9, 


同 理 , 当 moo BY, Ng’. — Pl. A lgi—fily. HF 0， 这 里 , 如 同 从 
了 得 出 截 函 数 了 9, 请 一 样 ， 几 和 多 是 从 gm 得 出 的 截 函 数 (在 1 
处 截断 )， SAT EC, go) Fico, WBN, 4 mo hj, DA 
(Pg, -T Pla 20, Toh T fla. FEFE {Tg%} 的 一 个 子 
列 , JLE T BERATI E, 我们 又 可 以 选 出 
一 个 子 列 {Gh}, BEL Gi, LFA BE TP BS Sam Jing tp 
91,, 就 得 到 一 个 序列 Afat, 满足 所 要 求 的 性 质 ， 

| lim |f, —flp=0, 
HAUL ARAH 

lim (T f,) w) = (T F°) (2) + (PP) @) = (TH (0). 

我 们 还 需 去 掉 a> 0, 8 二 1 的 限制 . R XR Te 

况 更 为 简单 . 车 a 一 0, B=1, W ( po, 9), Pr 1) PED AM 
+ 495 ， 


A anh R AET pr. a riran, Cr ere mee baw . : : 
wr mr: eee 9 my pelle pt, re et hs a 站 pe fe - 


是 (co, 1), AICHE, a0, B=1, 那 我 们 在 上 述 证 明 
H, 对 一 切 2EC 取 g =g, 则 上 述 论 证 仍然 成 立 ， 类 似 地 , 车 a= 
0; 邮 一 二 取 fo 一 f, 仍 可 进行 上 述 的 论证 .于 是 定理 1.3 证 毕 ，】 

M. Riesz 同性 定理 是 分 析 中 的 一 个 强 有 力 的 工具 , 除 民 .1) 利 
(1.2) 外 ,许多 重要 的 不 等 江都 可 以 从 它 得 到 . 然而 , 有 时 我 们 会 过 
到 一 族 算 子 IT), OSt<1, EV LM, du) ARH A Le 
(N, dv), we MSE AW HE BRE t OBIE AREA, | BEATE 
在 第 么 节 中 引出 定理 工 .8 的 推广 , 它 可 以 应 用 到 这 种 算 子 族 上 .我 
们 碰 到 的 另 一 种 情形 是 Lr: 空间 上 的 算 子 (不 一 定 是 线性 的 ), 0< 
t<1, 它们 不 一 定 是 (po，9o) 和 《pi1，91) 型 的 , MENS L AR 
HERA Le, 0<i<i, 我们 将 在 下 节 证 明 ， 在 “党 点 ”(p;,，gi) (一 
0, 1) 处 某 些 较 弱 的 条 件 通常 就 足以 保证 ( 强 ) (pe gi) 型 ,0<t<1. 


§ 2 Marcinkiewicz 插值 定理 


ER Ep, RIAA f E12?(2,), l<p<o, 引入 了 
Hardy-Littlewood {RK HB ms， 济 证 明了 ( 见 第 二 章 推 论 3.11) 
把 了 BRON m 的 算 子 MM 是 (p, p) MIN, 1<p<co， 这 一 结果 的 证 
明 依 赖 于 在 两 “端点 "处 的 事实 ; 其 一 , M H Coo, oo) 型 且 具 范 数 1, 
这 一 点 是 容易 证 明 的 ; 另 一 是 定理 3.10， 它 给 出 了 限制 在 L) 
EK MHR. 5 SAT A, 我 们 曾 证 明 ，mjy 的 分 布 函 
HD 满足 不 等 式 
(2.1) a(s) <fl, 对 一 切 s>0 
其 中 常数 不 依赖 于 人 假如 存在 一 个 (0，co ) 了 的 可 积 函 数 p, 满 
EAO KEP) | Sio A MASK Iai] Ads ( 见 第 二 章 
(3.9)), BUD AR TH, DMN. 然而 (2.1) 对 于 一 般 

5) AM, AM, DAWE, gt EIS ADU e AERE s 处 之 值 
A A(s) =u{ae M; |g (£) | >s} KJ Sy AUE g BUD WO AR, 我 们 在 第 二 章 第 
SPB SADA TMS, HEAL, = Hy, 4 是 Lebesgue 测度 ， 
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LE) WAZNE AS AE UE GS PP OKO, LY 
如 ;上 的 特征 函数 时 , 计算 mj EAT AEH). 

我 们 用 以 阐明 M 是 (p, 0) 型 (12 和 co) 的 论证 ,也 可 以 推广 
到 一 个 一 般 的 定理 -一 -Maroinkiewioz 插值 定理 ， 它 涉 及 的 是 把 
D ZARA Ze 空间 的 算 子 . 这 个 结果 在 第 工 节 末尾 所 述 的 意义 
下 , 推广 了 M. Riesz 凸 性 定理 ( 即 , 较 弱 的 端 点 条 件 仍 能 保证 中 间 
值 的 有 界 性 ,而 且 能 包括 比 线性 算 - 子 更 为 一 般 的 算 子 ); 另 一 方面 ， 
这 个 结果 不 能 对 定理 1.3 所 考虑 的 一 切 数 对 (2，9) 都 适用 ， 也 不 
能 得 到 关于 范 数 凸 性 的 类 似 结 果 . 

”为 了 叙述 Maroinkiewioz 定理 , 我 们 需要 引入 几 个 新 概念 . 设 
DEM, M, 1) 上 可 测 函 数 的 线性 空间 ， T 是 定义 在 D 上 的 算 
T, 其 值 为 另 一 测度 空间 (N, N, v) 上 的 可 测 函 数 . RUHT E 
次 可 加 的 ,如 果 对 任何 fi, fo 属于 D 和 和 几乎 一 WN pÈ a, 有 
(2.2) | [PC fit fa)] Go 和 Œ) | + | [Tf C2] 
WE D 包含 一 切 有 限 测 度 集 上 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 ， 还 包含 
刀 之 元 素 的 截 函 数 ， 则 若 存 在 一 个 不 依赖 于 SECPUDNDKHE 

kif lly." 
(2.8) a(s) <( Ele), 


其 中 是 下 的 分 布 函数 ,1<p<oco,， 1<q<oo, RIRH T SB 
(P, 9) 型 的 。 当 4 一 oo 时 ， 不 等 式 (2.3) 由 条 件 ITS lkl 代 
炮 ， 使 不 等 式 成 立 的 上 之 最 小 值 , 称 为 了 的 弱 (p, 9) 范 数 。 
容易 看 出 , 若 一 个 算 子 是 (2, 9) 型 的 , 就 必定 是 弱 (p, 9) 型 的 . 
这 在 9= 00 时 是 明显 的 ， 现 设 g<oo, fEL(M)ND, s>0, A 
A(s) =v{2E N; | f) Œ) | >s} =r (E) Æ Tf Sh a, BEA, 
s(s)=st| du<| IPF lev < ITF EIS). 


Bes a, LAR (2.8). 

Marcinkiewioz 播 信 定理 现 可 叙述 如 下 . 

定理 2.4 ETES, 9;) 型 的 次 可 加 算 子 ， 其 中 < ps 
qj 所 00, j=0, 1, H gq, WA, 4OKtKIN, F 
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I o l-t, t 1 id} 


- TE 


Pt Po p’ q: Yo qı 
T EEC, gr) IY, 

我 们 将 在 -F-- 节 引入 函数 空间 的 一 个 类 《包括 [7 空间 ), 它 是 
定理 2.4 的 扩展 的 自然 背景 ， 由 于 我 们 要 在 第 3 节 中 给 出 这 一 扩 
展 的 证 明 ， 故 就 不 在 这 里 证 明 Marcinkiewicz 定理 , 而 把 本 节 的 其 
余部 份 用 于 介绍 这 一 插值 定理 的 一 个 重要 应 用 . 

在 第 三 章 我 们 曾 引 入 了 Hilbert 7 变换 并 谈 到 了 它 的 一 些 性 访 
( 见 第 三 章 (6.14)), 还 特别 指出 它 是 一 个 (2， p) 型 的 算 子 ， 1<p< 
co, 下面 我 们 将 用 Maroinkiewioz 定理 来 证 明 这 一 结果 . WEA 

需 说 明 这 一 算 子 是 (2， 2) 型 的 , 且 又 是 弱 (1, 1) 弄 的， 由 于 前 文 关 
T ‘Hilbert 变换 谈 得 非 党 简单 ， 因而 现在 我 们 还 逢 进一步 建立 它 
的 一 E. E 

RJEL(- oo, 03), 1<p<co, 且 是 实 值 的 ， 那么 ， 根据 第 二 
看 的 定理 2.1 和 3. 16 得 知 ， f 的 Poisson #14} 


be ulatiy) =u(a, aed fa) T FFF Te! dt oa 
w(z) =u(s+iy) EDAT S o), a 站 对 一 切 V>0: 有 
QB (| Juin) Pde) sl ) 
“不 难 证 明 ,存在 (唯一 ) 一 个 ES 上 的 调和 函数 风 使 得 如 =z 十 
iv HES 上 是 解析 的 ， 并 且 对 一 切 2€ (~ co, ©), | 
lim o(a + iy) = 0. 


这 样 的 a AT 由 上 Siy Poisson 4% 


4 


| Qe, y) tT 
(me yO BENT AS SLI = RCO1S)). TE 
\ os s4 | f(t) Te It. 
o(a, y) = 0(w-Hiy) =| oni erie 
ey an a t 
-二 | fat) 
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Le pie Pe a ea ee a 


因为 。 PC, y) tigle, yt tia? | 


vty” vw y~ 
-2 t _ 
m ety IZ P 


在 Es EIRT, OERA F = ule) 十 各 (2 也 在 到 上 解析 .而 
当 y—>oo 时 , voleti hT o EAR. 

引 理 2.6 在 几乎 每 个 点 zoE( 一 co，co) 处 ， 函数 FC) em 
a+ dy © BS) HIEU R fC) +f (wo). 
EBB LMS} AARP TERS UR, ROTEREN 
为 <0 的 情形 ， 于是, u<0, HRA O =exp{utiv} =e" 的 绝对 
值 e<1， 因 之 , 依 第 二 章 定理 3.19，G(2) 在 边界 上 几乎 处 处 有 非 
切 向 极限 。 HT AE Poisson 积分 , :所 以 这 个 极限 不 可 能 在 一 正 
测度 集 上 为 0。 于 是 ,在 几乎 一 切 边界 点 aE (— 00, co) Fb, v(@) 
Dh Ay ABB Tey BR CBE oe), BEAL UR, 当 2 非 切 向 趋向 wo 时 , v(z) 的 
PU AE In a+ Oka, Hop k MEM. M h oC) @ BS) MORE BEE 
立即 可 知 , 当 z 非 切 向 趋 何 wo 时 , 若 wz) 有 两 个 不 同 的 极限 点 6， 
b, WW a, 5 间 的 一 切 点 就 都 是 这 个 值 集 的 极限 点 ， 因 此 , 仅 当 ol) 
有 非 切 向 极限 时 , 它 才 能 有 非 切 向 极限 ( 模 oe), SIE. 】 

若 如 引 理 2.6, 我 们 令 了 (xo) 表示 %(2) 的 非 切 向 极限 ， 我 们 就 
得 到 一 个 几乎 处 处 有 定义 的 函数 .映射 /一 了 了 (我们 已 经 证 明 它 对 
一 切 fE L?(—00, 00) ,1<p<oo, FEL) BNE Hilbert 变 接 .在 
第 三 章 中 ( 见 第 三 章 (6.18)) 我 们 曾 指出 如 何 证 明 Hilbert 变换 是 
(2, 2) 型 的 ， 首 先 我 们 看 到 ， 对 每 个 y>0， | 


e,() = =|" e -eQ (ay, y) do = (—ésgnt)e wt. 
FERC, PERC YA FBR, i 


v(t) -| ey (a, y)da= (— ésgn aO 


phe. 


SLAF H t 成 立 ， 所 以 由 Plancherel 定理 利 了 上 atou 引 理 ， 有 


17B=|- | F(x) |?da <lim int | |v (æ+ dy) | dr 
一 党 y>0 —90 
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=lim inf | aO pust KOI? 

e =| (Olas |S 3. 
这 就 是 所 要 的 不 等 式 , 它 说 明 Hilbert 变换 是 (2, 2) 型 的 , 对 一 二 
FE L? (-- 00, co ) ， 
CHANE Plesl fle. ® 

引 理 2.8 ”Hilbert 变换 是 弱 (1, DAH, 

证 明 分别 考 虑 到 (一 co，co) 中 函数 的 正 部 和 负 部 ， 我 们 可 
”以 把 向 题 归结 为 />0 的 情形 ， 同 前 , 我 们 令 
2.9) F@)-F(tiy)=ule, y) tiol, y) 

i -| /OP t, y) +iQ@—t, dt, 


z€ Ht, WA, 4 s>0 Ht, wlw, y) 一 log|1 十 sF(z) | ER El 中 的 
PR ae, 而 且 它 在 每 个 本 征 子 半 空间 aiy; y= yo 9} ESR. 
于 基 依 第 二 章 引 理 2.7, 只 要 O0<n<y, 就 有 

wlw, y) =n logl|1+sF (a@+iy) | 


a(" 7 . 
= £)?4 (y—n)? log | 1+sF (E+ in) dé, 


& ye, BMA S| 2.6 和 Fatou 引 理 ， 我 们 看 出 上 面 的 积分 大 
于 或 等 于 
i fr 
~ (Tis FEY) (8 F(E) 5 
| rr bos V TEOTEO H, 
因而 , ESQ Ae y 并 利用 对 数 函 数 的 初等 性 质 , 我 们 得 到 
1 f a JOGE IEY 
z J-e a arpa OB N Ats SEG PE) dé 
<ylog|14+-sF (a+iy) |<ylog(1+s|F(a+éy) |) 
<ys| F (x+y) |, 
6) 把 证 明 加 以 修改 ， 就 可 得 知 (2.7) AUREA HY ABA, Hilbert a 
HEE 72( 一 co，co) 上 的 西 算 子 ) 。 这 个 问题 还 要 在 第 六 章 中 更 一 般 地 讨论 ， 
那 时 ,我 们 要 引进 Riesz 变换 . 
0 200.0 


AF, 从 (2.9) 立 即 推出 , 当 y 趋向 oo 时 , cy F (atiy) AF 
fl 二 | AO. ERRER ANARI, X y 趋向 co， 
就 得 出 

(2.10) | log VOF JEGEN a sl fla. 


MR E,={EC (~œ, œ), F(E | >r}, r>0, m EJER EW 
Lebesgue 测度 , M (2.10) 4 & 


Qogsr)m (E) <|, log|sF(§) a$ 


< 人 logV UT FE HOTEN d 


<s] fia. 

我 们 现 取 s= e/m, 便 得 出 所 需 的 弱 型 不 等 式 mE) <el flar. 】 

— Rpo=1=%, pi=2= q, 对 Hilbert 变换 应 用 定理 2. 4 得 知 ， 
存在 一 个 不 依赖 于 f CL? (一 oo，oo) 的 常数 Ay, 1< p<2, 使 得 
\Flo<Apl fly. 不 难看 出 ， 这 个 不 等 式 对 323<7Dp<oco 也 是 成 立 的 . 
BARIA H, Hilbert 变换 作为 卷 积 算 子 的 极限 ， 与 平移 变换 可 
交换 . BA, 不 等 式 
(2.11) I Fls 4,l flo 
fEL(-~œ, œ), 1T<D<oo， 便 可 由 刚才 建立 的 对 1<P<2 成 立 
的 不 等 式 和 第 一 章 定理 3.20 推出 ， 


§3 L(p, 9q) #8 间 


Bir, p) 现 的 算 子 是 把 五 空间 映 入 一 个 函数 类 的 算 子 ， 该 函 
数 类 中 的 函数 有 分 布 函 数 入 , 满足 


(8.1) sup BD(s)—sup{stA(s)1 1} =A<oo, 

这 个 不 等 式 可 以 改 述 为 BB 的 DL” 范 数 有 限 . 我 们 已 经 知道 
co I/p oc 1/9 

(3.8) I fle ({ at-a) 一 人 (可 aads) 
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HSB (3.6)), HBA, far 77 过 仪 当 多 关于 测度 dvs) 
= [1/M(s)]d{—A(s)} 属于 L900, œ), BEE, 我们 有 


I fle= (| [0(s)]%do(s)) 


假定 我 们 不 考虑 全 的 Lo 范 数 或 I? 范 数 ,而 代 之 以 Hs t<¢ 
<o, HL Fe Ub, 我 们 加 上 上 条件 


(3.3) (| [O(s) 1 dy D) < ©; 


RRP, Fe PRET AT L SS A E .3) A R 
数 类 的 算 子 . 在 本 节 中 ,我们 将 研究 这 样 定义 的 函数 空间 , 并 说 明 
它们 给 Marcinkiewicz 定理 提供 了 一 个 自然 的 背景 . 
i (3. 3) 中 的 表达 式 不 是 一 个 范 数 . 然而 有 一 些 等 价 于 (3.8) 的 
RER, 他 们 大 多 包含 着 范 数 的 有 限 性 ， 为 了 得 到 这 些 条 件 ， 我 们 
引进 济 度 空间 (M,N, 1) 上 可 测 | 函数 了 的 非 增 重 排 六 的 概念 如 
果 和 表示 了 的 分 布 函数 WS 定义 为 
| J (4) =inf {s, ACs) <t}, t>0. 

显然 Pe A EIA? BE EE 7 3 MN TE SA 
PR BK, EDERA PAE ee, 从 上 述 定义 Ye BT 这 
时 上 就 是 这 个 反 函 数 ， 下 面 的 一 组 引 理 可 用 来 建立 入 和 某 
些 基本 性 质 . 此 后 , 我 们 将 假定 lim A(s) = 一 0, 并 因而 对 一 切 t>0， 
f°) <0, 

5) 723.4 (让 入 和 六 是 非 增 各 右 连 续 的 ，(ii) 对 一 切 t>0, 
ACF E St, Gii) f 和 ff" 有 相同 的 分 布 函 数 . 

SERA: 前 曾 得 到 入 是非 增 的 .由 定义 立即 可 知 , S” EE 
的 的 右 连续 性 可 从 几 的 下 连续 性 和 

| _ jim EM | fæ) | >s} = {EM. IFC) | so} 


推出 . Ra awe 立即 可 得 . 


D 因为 当 s>s 时 ,有 {ee M: |f) | >a} (eeu: fa) >s}, HWE uE 
单调 | 后 ， 
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为 了 证 明 f* E 如 处 右 连 续 ， 我 们 首先 注意 到 当 广 (to) 一 0 时 
是 显然 的 (因为 这 时 , BP PEE fa BEDI, Beto, JG) = 
0). EF (to) IER, WR a 使 fo) a0, 并 到 趋 于 0 的 正 实 
数列 tens. HK Ne IRN ET ACP Uo) =a) >to MAMAE 
no, 使 当 n>n 时, AL ACF * (to) =a) >to ten, RHEN, 4 n>n 
BY, S o) a< f*(tot+ e); WERA, BMI nS, A Hf" (to) 
— a> f” (tot En), WW FHL) A A SERS PE, 就 会 产生 了 矛盾: ACFE (to) 
~a) <A f* (tot En) Stot en, PHT f IES, HI — E n>n, 
有 f* (to) —a< f" (tot en) < f" (bo). 这 就 说 明 广 是 右 连 续 的 . 

A T EAA KEE Gil), RIN A ERS, MSP" 的 定义 可 推出 :; 当 
HI t<A(s) BY f* @) >s, Ti E= {t> f°) >s} 恰好 是 区 
[J] (O,A(s)), hte 广 的 分 布 函数 在 s 的 值 就 是 集 如 的 Lebesgue 
测度 ,就 可 推出 性 质 (iii)，】 

引 理 3.5 设 {fm} 是 一 个 可 测 函 数列 ， 它 对 一 切 2ELh， 有 
[fm(@)|<|fmas(@)|, m=, 2, 8, +) 如 果 了 是 一 个 可 测 函 数 ， 
满足 | (2) | 一 lim| jz CEM, D 


(i) 对 每 个 8g>0， 当 m aja co Rt, Am(s) 单调 上 升 趋向 
ACS), DEER Am PIA SE f FAF HY Sd A BBE 

(这) 对 每 个 1>0, ff.) BREA Bin S G). 

证 明 显然 有 | 

E = {aE M; | fm) | >stc H,={a@CM, | f(@)| >s}, 
且 Ü BO =F, ARP ME MW PERM, RIDE 
有 ink) = E) <p Hy) 一 Cs) 和 lim dn (s) 一 2 人 8)， 这 就 证 骨 
TG). nie DEAL, POSS OSO, 
m=}; 2, -- F I= lim fiO. 由 于 fm(Q)S0, REIHE Am DS 
和 (记念 ) < 区 后 一 不 等 式 是 引 理 3.4 之 (ii) 的 推论 )， 于 是 ， 

ACI) 一 lim Mn (1) St, 

这 就 推出 了 COS BEARERS O 我 们 又 得 到 1< 
。203 - 


or Ce SL: AS RE A ee oe A lL a al < ` EE mp =. nomim- +- 


iO. BIE T=. SHAE, 】 

这 个 引 理 在 证 明和 和 WCE, 因为 它 使 我 
们 能 把 其 证 明 归结 为 了 是 简单 函数 的 情形 .而 这 种 函数 的 分 布 函 
数 和 非 增 重 排 描述 起 来 又 特别 简单 . 设 /一 也 cjxss, 其 中 BEM, 
wCH) >0， 且 车 j 天 和 jj 门 Bn 一 BG、 经 重新 标号 ， 我 们 可 以 认为 
C1>00>…- > Cn Cni =Q. S dj 一 pu( Wy) +: --+ CH), IS} Sn, 
HO do 为 0， 那 么 了 的 分 布 函 数 入 便 有 形式 


| | _ di, H Cia SSC, 1<jn; 
(3.6) A(s) -| 0 Mocs 
失 而 推 出 
2 | * 加 Cj, W dj;_ St<d;, ISKIS 
(8.7) f Oni wg es 
Pr bl, 对 p> 0, 我 们 得 知 


sup s[A(s)] 12 = sup dy ?6 =sup B/P FT CE), 


由 此 容易 证 明 , (3.1) 中 的 上 确 界 可 以 用 该 函数 的 非 增 重 排 表示 . 
引 理 3.8 # fW, A 是 其 分 布 函数 ,2p>0， BA (8. 1) 成 立 
当 且 仅 当 
sup £/2f*(£) = A<o, 

TERR 我 们 刚才 看 到 ， 当 f 是 简单 函数 时 引 理 3.8 成 立 ， 如 
果 了 仅 是 可 测 函 数 ， 我 们 可 以 找 出 一 个 非 负 简单 函数 列 { oj， 它 
在 半 的 一 切 点 上 单调 上 升 趋 了 |f|. 这 样 从 引 理 3.5 立即 推 出 强 
48.8. 】 

监 于 不 等 式 (3.3) 和 它 前 面 的 评注 , 我们 自然 去 考 虐 清 足以 下 
条 件 的 可 测 函 数 f ZS s 间 上 (wp, q): 4 1<p<co, 1<q<oo 时 ， 


fl pW) <o, 
4 I<p<oo, q= 时 ， 
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| fVbasup tf°(0) <00 ©. 
当 是 简单 函数 时 ,我 们 立即 从 (3.7) 看 出 
3.9) 7 人 (pa =(P)" 


=f" |p, 1<p< co， 
以 及 
(3.9) E a S 
从 引 理 3.5 我 们 得 知 , 这 些 等 式 对 一 切 SELM), 1<p<co, #8 
RX. A 


| /一 ORG y7 


(Fa r 


/ 


从 而 LC p, p)=T9(M), H| 1 是 范 数 ， 但 是 一 般 说 来 ,| lra 
不 是 范 数 ， 因 为 Minkowski 不 等 式 可 能 不 成 立 . 尽管 如 此 ， 我 们 
RER be AY ASE Lo, 0 eth, BERT, 
可 以 证 明 它 是 Banach 空间 上 的 折 扑 . 

在 | 的 定义 中 之 所 以 置 常数 g/p， 有 几 个 理由 .这 样 定 
义 的 直接 推论 之 一 是 ,只 要 如 是 有 限 测度 集 M 的 可 测 子 集 ,xs 是 
它 的 特征 函数 , xali 就 不 依赖 于 RRE, 当 1<g<% 时 ,我 
们 有 
(3.10) |xalpa= {u (E) y”. 
这 个 等 式 是 下 述 事 实 的 反映 ， 每 个 上 (p，9) 空 间 对 固定 的 来 说 
是 “I2 型 空间 ”.， 下 面 的 定理 给 出 这 一 论断 的 精确 表述 . ERR 
明 在 某 种 意义 下 ， 工 (2, 1) 是 使 (3.10) 成 立 的 “最 小 赋 范 线性 空 
间 , TH Lp, co) 是 这 种 空间 中 “最 大 的 . 

定理 3.11 ESEL, u), Hag, M 
8) 这 些 定义 对 0<p<1 和 0<g<1 也 有 意义 ， 但 我 们 感 兴趣 的 是 把 工 (p，9) 变 


换 到 Banach 空间， 所 以 对 这 些 情形 不 予 才 虑 。 此 外 , 在 上 述 定义 中 ,我 们 采 
用 惯常 的 约定 /co 一 0. 注意: 我 们 只 对 g= EMT Lo, q). 
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Ci) | fils) lon, 
因而 ， 

Cii) L(p, gD)EL( Pp, qa)”, 

| | 是 定义 在 履 上 的 简单 栅 数 类 上 的 保 序 范 数 ( 意 即 当 
Lg S| (32) | 几乎 处 处 成 立时 , lgi SID. W 

(iii) 对 一 切 HEY, la| < {uE "7? 蕴含 对 一 切 简 单 函 数 


f, | Fi <1 flips, 
(iv) W-W EEM, {ub}? S| x2 AE — 切 简单 函数 
F, A Fies I FI. 


WE 4 g= co 时 ,不 等 式 (可 用 特别 简单 的 方法 证 明 ， 因 
f” 是 非 增 的 , 故 


vf) = FOL Cap) | oidu] 


<{G/Dh [eve frae eb <1 Fle. 

对 一 切 1>0 取 AY? OR EE, HES EI ARES, 

当 gs 过 oo 时 , 按 引 理 3.5, 我 们 只 需 对 简单 丽 数 了 建立 这 一 引 
理 , 所以, 我 们 可 假定 产 有 (3.7) 的 形式 ， 此 时 ， 

fla { Bei (ave—aep . 

S a=, bid, 0=q/ q, 则 不 等 式 等 价 于 
(a) Sb < |), 
HER, ay > eg > >a, > 0, O= bp <b Leb 0 三 61， 我 们 用 
归纳 法 来 证 明 (a)， 当 = 时， 这 个 不 等 式 就 是 6101< {a805 引 0， 


9) 为 得 到 这 个 包含 关系 , 我 们 只 朝 汪 明 ， 存在 一 个 不 依赖 于 了 EL(p, q1) 的 常数 
已, 使 得 | 入 pw 委 吾 | 用 ee ， 我 们 可 以 找到 证 明 这 一 不 等 式 的 简便 方法 . 例如 : 


(|; [tpf* (t) Je dt toa <È [f* (Qe Do £ {gap)- as)" 


iq 


<B È 4 EoNJe n 
<E” È f eOe EBI Ada, 
然而 不 等 式 (i) 是 更 精细 的 ,证 明 它 较 为 困难 ， 等 式 (3.10) 表明 (i) 是 最 佳 结果 ， 
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A RES A Ne i et A A es SRAM pi o, ee 


它 显然 是 成 立 的 . 
ABE (a) SF m= NV 成 并、 对 Osca<ay, 我 们 令 
plo) = {Da 05-03) Fah OEP 
= (A+ B)”, 

(a) -5 ajb; — 63-4) +2 (bxa1~— by) =A +B. 
我 们 要 证 明 , 当 0<cxwri< ay lit, 44 plaxi) Sh(axe1), 根据 归纳 
假定 p(0) >1(0), plan) Slay) (这 后 一 不 等 式 ， 以 bye RF bx 
就 化 为 (a))，、 另 一 方面 ,由 于 A a gp w) = B( Aw e+ BV 
FETE Hh BME, 函数 g 必定 是 目的 .所 以 ,根据 9 在 端点 0 和 ay 
处 控制 着 线性 函数 轴 可 以 推出 对 0<z<sax A Pw) Sle), KR 
ERT G). m Gi) WE G) 的 直接 推论 . 


”大 | | 是 保 序 的 ,我们 只 需 对 非 负 简单 画 数 了 = È os 证明 


(iii) pa. 我 们 假定 C1? Cg >: > Cn > Cn =O, BRE, me's En 两 
两 互 不 相交 . 当 加 二 1 ，2,……, mit, RREN fr= brte 其 中 


k 
F= E;, by = Cy Cr+. 


那么 显然 有 
(b) PO = $ fi, i>0, 
并 且 


fi< È fel = Slzn|< $ iry” | 
-Dif epog. 
== |e? 3 LOS 
-5 K popo =| fla. 
这 就 证 明了 (iii)， 


"007， 


为 了 证 明 (iv), 4 们 注意 到 , 按照 SSK (8.6) AT S| AB ic 
号 ,我 们 有 | 
IT | peo = sup di Pej 
(这 一 事实 是 从 | |z 的 定义 和 (3.7) 后 的 等 式 得 到 的 ). 假设 等 
A a | ARE J =k RB, ha, 
IFW peo = dr PC, 
& g= crx, Wi O<g<f, H 
| Fl poo = Bie! Py, = Cx {peo Pe) 3°? 
Soul xr) = igi SSI 

TEEME. ] 

把 各 空间 Lp, 9) 与 矩形 Q= {(2, to) € He, 0K21, 4y<1} 
中 的 点 (1/p，1/g) 联系 起 来 是 有 用 的 . 作为 定理 3.11 Gi) 2H 
论 , 我 们 看 到 ， 当 固定 s= 1/p, 而 允许 c.=1/q 从 工 到 0 变动 时 ， 
我 们 就 得 到 一 些 点 ， 它 们 与 增 大 着 的 函数 空间 族 相 应 ， 当 点 在 和 佐 
E ORNAR {0 v2) EQ: 1 =%2} LA, 与 之 相应 的 空间 就 是 
1? ( 见 (3.9))， 依照 第 二 节 中 弱 型 算 子 的 定义 ， 我 们 自然 地 把 
7(2，co) 一 一 我 们 廊 遇 到 的 这 种 空间 中 之 最 大 者 一 一 当 作 弹 D, 
这 种 说 法 之 所 以 合理 , 是 因为 依 引 理 3.8, HERG, DBRT 
时 用 到 的 不 等 式 (2.8), 等 价 于 

IDF pool flr, 

因为 | 让, 一 | r>, Maik ES .11 ZG), A | file Fn 
于 是 弱 (7, p) 型 算 子 了 工 对 于 了 的 定义 域 中 和 工 (7， 1) 中 之 了 满足 
较 弱 的 不 等 式 
(3.12) IP F |ie Skl files. 
本 节 所 要 证 明 的 捅 值 定理 在 某 种 程度 上 说 明 ， 象 3. 了 2) 那 样 的 端 
点 条 件 虽 然 比 弱 型 条 件 要 绊 ， 但 是 足以 保证 Marcinkiewioz 定理 
(2 .4) 成 立 ， 与 定理 38.11 之 (iii) 密 切 相 关 的 是 Marcinkiewiez 定 
理 的 假设 还 可 进一步 简化 .实际 上 ,我 们 有 以 下 结果 , 它 玫 明定 理 
2.4 的 结论 只 依赖 于 有 限 测度 集 的 特征 函数 在 端点 处 的 弱 慌 不 等 
式 是 否 成 立 ， 
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定理 3.13 假定 和 是 线性 算 子 ， 它 把 有 限 测度 集 LCM 的 
特征 函数 zz 的 有 限 线 性 组 合 映 入 一 个 向 量 空 间 B, 这 一 空间 具有 
RP YER. E 

|P' xn] <C | xn = Ciu (E), 
其 中 C 不 依赖 于 E, 则 存在 一 个 常数 A, BE TT 的 定义 域 中 
之 一 切 f, 有 
(TAISA fir. 
证 明 者 jj>>0 属于 了 的 定义 域 ,我 们 就 可 以 将 它 表 作 
f= > Jio 

此 处 , 函数 fig BEMER 3 1 时 定义 的 满足 等 式 (b) 的 多 重 特征 
函数 ,那么 ， 


IT/l=( > THI<> 


i 
正如 定理 3.11(iii) 之 证 明 所 示 , 最 后 的 和 式 等 于 OL fii， 车 f= 
fittfe 是 复 值 的 ， 则 对 方 和 fi 的 正 部 与 负 部 应 用 我 们 刚才 已 证 
的 结果 , 就 得 到 定理 , 此 时 A=40% e] 

我 们 一 直 在 讨论 的 插值 定理 是 下 [ 面 一 个 十 峰 估 计 式 一 一 著名 
的 Hardy 不 等 式 一 一 的 推论 . 
引 理 3.14 WR gel, r>0, Hg BO, oo) 上 的 非 负 函数 ， 


ci) (PT ged au feaa" 
< Cn 人 ugor du)", 
CH) (| | gdu] tt y" 


T Fil S 之 Obxll zrla. 


则 


<(¢/1) (小 [ug (u) ] tutu) 


10) 定理 3.11 2 Gi) 是 定理 3.13 在 了 是 恒 等 算 子 时 的 特殊 情形 。 BR, EE 
3.11 ENEWS RAIAT, BRTN ERER T OJE (iR a, [Tart = 
jaj [TA CERZE, 
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证 明 ”我 们 首先 指出 ，Gi) 可 推 得 GG). 40 @ 用 二 函数 
gi(v) =u 2g(w 人 上 ,就 得 出 
| gw du | tr dt = CIE, gCo)do |" ttt 


=| [90a] sds | 
要 小 于 或 等 于 (9g/7)! 乘 以 
| [ug (u) a id = 上 [vg wv) dv. 


因此 ,我们 只 和 需 建 立 不 等 式 (i). 
.应 用 Jensen 不 等 式 , 取 
p(w) = |a|%, dulu) =u? 


( 见 第 二 章 $ 4, 例 2) ,我 们 得 到 
[| ge du) _ [J gu gu i 
<(+) -1 pavoj Lg (w) | aya—r-1+r adu, 
于 是 
oa 
O fe [nore 


Pa 


m= I ami gp th br/ |, i-r/gq 

( 1.) ; Ly (uw) wl a( ,+ edu 
== 4 q 人 Q4,7r-1 y 

( > ) ; [g(uju] te du, 


则 Hardy 不 等 式 得 证 . 】 | 

| 现在 我 们 可 以 叙述 并 证 明 本 节 的 主要 结果 ， 我们 说 次 可 加 算 
ET ÆRA, DEY, 如果 它 的 定义 域 D 包含 其 元 素 的 所 有 

截 函 数 , 而 且 还 包含 有 限 测度 集 之 特征 函数 的 所 有 有 限 线性 组 合 ， 

HESJEDAL, 1) 时 , 了 满足 不 等 式 (3.12) .鉴于 定理 3.13， 

当 我 们 把 这 种 算 子 限制 于 有 限 测度 集 的 特征 函数 时 ， 可 以 认为 它 
“240 ， 


是 满足 弱 (7?, p) 型 条 件 的 . 
定理 3.15 KT EHS ry, Pp)) 型 次 可 加 算 子 , ;=0, 1 H 
Tori, PoF Pi, 则 存在 一 个 常数 B -= Bo, 使 得 对 修之 定义 域 与 
Lr, 9) 之 交 中 的 一 切 了 ,有 
ITP iy Bis a 


Bop, L<q<oo, H. 
1 0-0), 6 4 U-00, o<0<1. 
p Po Pı r To 4 


证 明 HPF EL, Q) OD, EX 
, fe), SSIS E 
je ) D u SELS), 
IN fio) = f(x) — fi a), Hp 
_ (1/po) (1p) _ d/p ~ (pi) 


(1/70) = Q, 7) A/r)= Ur) 
那么 , 我 们 就 可 得 出 下 述 两 个 不 等 式 
[J 6), 4 0<s<t% 


(FOTOS S] 0, 4 <s, 
(a) 
， FE), Bo<s<ty 
利 fi ONN Rs 


当 f 是 简单 函数 时 ,容易 从 类 似 于 (3.7) 的 式 子 导出 (a); 而 对 一 般 
情形 ， 则 可 利用 简单 函数 的 情形 而 得 到 因为 算 子 下 是 次 可 加 
的 ， 即 对 几乎 每 个 yEN， [ETF =| ETa 
TFIA +T Aal. 于 是 当 s>>0 时， 
WEN: [ITA WMI > THY + DI) o} 
CyEN. |r] Cy) >O 
UYEN: | PFO) | > CPA) GS. 
BPA, MMA Ay BE TAS MT Se 2d fe wR, WY Bo 
SHRMG| MM 3.4 之 (ii), 可 得 


eall» 


ir miea A ca A Oe Pe a -aa me e 


ACUTO HCL FOS) EMD) (Ss)) 
+CT fi) Cs) ss +s = 2s, 
Pre, BERRA CT fo" 的 定义 ,对 一 团 s 二 0, 我们 有 
(b) (Tf)* (8) + PF) (8) PDF)" Cs), 
假定 和 < eco，9< co, APA, 在 (b) 中 到 s=t, 进行 变量 代 换 ， 
骨 由 Minkowski 不 等 式 ,我 们 得 到 


ITS | 50 = (¢/P) vaf f” [eve(T f)*(t)]9 ay 
Caley) apert] 
<Ci LS U OE) 


+ waor) 


AAT ERHI (ro, POMC Pi) 型 的 ， 故 对 一 切 巡 0 有 
P(T EY EO Skol fb fila. FÆ, EA 
括号 里 面 的 和 式 不 大 于 


ko (小 [#9 /p90)) finale t/q 
+k, (小 [P= m) fi irae ) a 
而 从 (a) 之 第 一 部 份 ， 经 变量 代 换 并 应 用 引 理 3.14 之 (i), 可 得 到 
/p90 fee qq Ot V7" 
(J, Lee OT Fra]? ) 
<({- [#4/ 9 (4/9e) i 上 MOL | ave 


To 


= TAa? ETETA ("pe (1/ro)—1 du 
kaiii ra(| [e l 人 (s)s ds | z 


i —ii;g) 
< yi 
1— (fo/r) 


_ If rT mq, jk 
“sap (a) id tre. 


. 1/g 
1l/re f* ga a/r) (g/ro) y 
u a u 一 -一 
(J I f ( ) u 
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类 似 的 证 明 ( 利 用 (a) 之 第 二 部 份 和 引 理 3.14) 还 给 出 
(|. [EP-a | f: | mal? 号 4 
<(| | puma ( | f* (81) 84/7 
+ S 《8)8SG ‘ds) | [4 ay 


< [六 (在 ai na 
-17| (eror ) 
+ (fle | 六 (sT ds | oe 1 
<hi) ile 1 
x (EF Gwe dey 


-Ts) (isis 


因此 我 们 得 到 


1/g 


a 


IZ Fla SBI fra, 
Tko 


j . — r t/a, 1/p Tk 
其 中 B-(-*-) 2a To + a). 
当 r<, g=oo 时 ,如 同上 述 证 明 一 样 , 我们 利用 不 等 式 (a) 
和 (b) 来 估计 EDO, t>0, 得 到 正常 数 cl Ca 和 ca( 实 际 上 ， 
Cy= 21k, Ca = C3 = 21/Ph4) ; 使 得 


tY 
tise (T f*) (t) [Keyt Ap) | f" (s) git/ro-Tye 
90 


Y 
f* (47 ) gra) -= ids 
J0 


+ Catt po- <1, mf f (s) /mT ds 
tY 
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IRAT AY FOUS: : / re 


ECT f*) (2) <lat a ten tps mst i 
= B| f |r. 
因而 ITS oS BIS Fo. 
剩 下 的 r=, q= 情形 的 证 明 ， 可 沿用 上 述 情形 的 证 明 
方法 ， 只 是 要 用 到 估计 式 fleo SS G). 】 
EA, Marcinkiewicz 插值 定理 是 定理 3.15 MRE, m 
H, ÆA 3.15 给 出 了 更 深刻 的 结 洒 ,因为 它 谈 的 是 空间 上 (p, q). 


例如 ， 我 们 若 把 它 用 到 Fourier 变换 上 ， 就 得 到 下 述 加 强 了 的 


Hausdorff Young 不 等 式 ( 见 (1 .2)). 

推论 3.16 KCL (H,), 1<p<2, W f REL, p), A 
存在 常数 B= By, 使 

flo< Bt fll, 

其 中 (1/p) + (1/p’) =1. 

RA PRA, KARERE Lo, OSA AAA 
| M 紧密 关联 的 范 数 ; 而 且 , 具有 此 范 数 的 Lp, 9) 是 一 Banach 
空间 .为 建立 这 些 事实 , 我们 需要 下 述 引 理 . | 

为 了 记 法 方便 , 我 们 仅 限 于 考虑 无 原子 测度 空间 ,， 意 即 .6 不 
包含 原子 ( 指 其 可 测 子 集 缘 为 零 测度 的 正 测度 集 )， 本 节 所 给 出 的 
结果 的 应 用 也 仅 限 于 无 原子 MEZE Z, m), Hep Aw En 
的 Borel TEAR, m 是 Borel—Lehesgue WEE, iX +P BIRR 
TESZ iil) HY BE BA h FG i). 

B81 ACM, Fı={1E Me |F Cæ) | >s 之 0}( 故 ACs) 
= u(F,)), 则 


lam) fae 
) | flan) F Odi 
A(8) 
Ci) | flde =f pr Od 
F, 0 

(ii) Hw) S10, 则 存在 一 个 集合 E.M, th eB) = 
t, H. 
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KEET Ae 


: 、 t 
| LJ Jd = J (udu, 
证 明 BR FIAI< SI, WSIS. 那么 , H wE 
特征 函数 日 i= 二 fxs 时 ,有 
(a) MERONE OL 
男 一 方面 , 广 的 分 布 函 数 必 定 以 uE) 为 界 ,因而 ,对 于 A> (ED), 
Afi) 0， 故 利用 (3.9) 并 取 p 一 1 便 有 
人 ia ld) fF Va) Fa 
WEARER OMON C). 
YTE Gi), 我们 首先 注意 到 , 若 令 
四 [ro 0<t<A(s); 
meee 0, ACs) SE, 


则 g $3 h= fer, 就 有 相同 的 分 布 函数 (24 f DEAR I, 这 一 点 


可 由 引 理 3.4 之 (iii) 和 式 (3.6)、(3.7) 直 接 推出 ， 对 于 一 般 情况 ， 
可 由 此 简单 函数 情形 和 引 理 3.5 得 出 )， 那 么 ， 
| fom) Den 一 | godau=) F uydu, 

”最 后 , 若 0<i<p(M), 令 

G= {rE M., |f(2)|> FO}, 

H={r€EM., fæ |> FO. 
我 们 有 © WASH), 
这 第 一 个 不 等 式 是 引 理 3.4 之 (iD) AL (@ =A E) 的 直接 结 
果 . 至 于 第 二 个 不 等 式 ,在 了 是 简单 函数 时 , 借助 于 (3.6) 和 (3.7) 
是 极 易 建 立 的 ， 而 对 一 般 情 形 ， 从 引 理 3.5 可 得 .因为 我 们 假定 
了 测度 空间 (HUH, M, 内 不 是 原子 的 ， 因 而 就 可 以 在 .这 中 找到 一 
个 集合 E, GCLOCH, Buh) 一 t BS h=frs,, 出 当 把 这 
KARILE CO. DEN, A A= S", TE ut RY, h(w) =O, 所 以 


le | fldu=| |h de= | ht du- pa 
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[RE 中 


此 引 理 之 (和 (ii 的 -- 个 直接 推 论 古 
(3.18) sup mel an= | f“ (Ww) au. 


ECA, BOP) <! 


PES IPRA yO, A t>0, Wl (3.18) sh Ze ae EY, AT BRA 
poo’ | C) dw 是 定义 在 每 个 空间 IP (M) poo) 上 的 范 
数 ( 范 数 之 值 为 有 限 则 是 Holder 不 等 式 

[lf ldu= | xel fidus} f lalz] 


的 推论 , HCL /p) + 1 /p’) 一 1)， 这 个 范 数 与 第 二 章 第 8 节 引 入 
的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 有 密切 关系 .为 了 看 清 这 一 关系 ， 
我 们 对 极 大 函数 做 一 些 简单 考察 . 

在 第 二 章 中 引入 的 极 大 函数 定义 为 | | 在 一 切 以 z 为 心 的 球 
面 上 之 积分 平均 值 的 上 确 界 . 在 一 维 情形 中 ,不 难 证 明 , 更 为 一 般 
的 “ 非 对 称 极 大 函数 也 具有 第 二 章 第 3 节 所 建立 的 极 大 函数 的 基 
.本 性 质 ， 所 谓 非 对 称 极 大 函数 是 指 这 样 的 函数 ， 它 在 x 处 之 值 
为 


(3.19) sup — e |f C0) ldu, 


此 处 之 上 确 界 是 对 满足 -t+ 名 >0 的 一 切 非 负 克 大 到 的 ， 这 是 下列 
不 等 式 的 一 个 结果 ; 


1 
sr |, FGD |dux< 


“并 十 让 二 六 


„SQD [du 


1 
h-+k, 
<2 sup — Ly 7 BAC) | de, 


AGRA A CELE 早 些 时 候 引 入 的 极 大 
PA Bie EY A ARS 为 避免 引入 新 记号 ,我 们 以 m=m BKB. 19) 所 定 
义 的 函数 . | 

假定 9 是 定义 在 实 直 线 上 的 非 儿 函数 ， 当 <0 WT, gu) =0, 
当 久 限制 于 [0，o0) 时 , g 3E. £ t>0, W u<0 at glu) =0 WT 
知 , mG) 一 mg( 引 是 积分 平均 值 
+ 216。 


.hd fo ee A 4 a, 


1 
在 t-Ah>O 时 的 上 确 界 ， 然 而 因为 g 是 非 增 的 , 答 易 证 明 ， 每 个 这 
种 平均 值 都 不 大 于 


an 
|" “gi (uw) du 


= | gu du, 


如 果 我 们 把 这 一 论证 应 用 于 函数 gy, AE uo eZ SW), 于 
是 我 们 得 到 ,对 一 切 t>0, 


m(t) =m (1) = mab) = = >|, fru) du, 


显然 , SAS 的 非 增 性 可 知 ， 对 一 切 过 0， 有 m(t) > f° (4). 于 
是 , 若 我 们 对 1<p<co, 1<y<oo, 定义 o 
, 1p 1a. t 37g 
if in=(£I, [t Pm (bt) J ot) 1 
对 1T<2p<co, q=% 定义 | 
- ISlar sup t mG), 
$8 11) BS 
(3.20) | Fra flo. o l 
用 jy 代替 1% 的 优点 之 一 是 1 jm 为 一 范 数 . 这 是 因 
为 从 (3.18) 立 即 看 出 , 对 每 个 0, WERT tom (1) =m ET 
BA (38.9), B p=, 我 们 就 有 | 用 ji 一 | 男 一 方面 , 通过 
WAER, WE Sin <o, igo WRR f ME IL Feb 
Kk 0, 然 础 ， 当 竺 <p 志 00 时 , | la Æ ST drt. E 
确切 地 说 , 我们 有 以 下 结论 六 oE “ 
定理 3.21 a fEL(p, q), l<p<oo, W 


HESS A m< TI. 


es 第 一 个 不 等 式 就是 不 各 (9.20) 因而 业已 证 明 当 
L<p<oo, 1<q<oo 时, 第 一 个 不 等 式 可 从 定理 3.14 > HE. 


1) 重要 的 是 1 lel pg 两 并 都 如 以 应 用 ,因为 它们 各 自 有 其 售 点 .上 ley 
是 范 数 这 一 优点 往往 因 Ih, EAR TRY. UES, An RAIMI AAR 
到 的 , 不 能 用 lu 来 定义 二 的 -一 个 满意 所 扩展 ， 
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. B . ` om e o i T orae 
四 


1/y 


prey + 7 t - 
If | pa` -G | |, f u i du | i } ul-1/p)-1 dt) 
. oLjo 


<=> -£ (4 | [u f* (ae) iut 1- id u) 
=z! | F [be 
NERF L<p<co, 9 一 co 的 情形 ,我 们 有 | 
EP (t) = f fiw) dui a Wim chy ae 


t 
<J fiit- | vr P| sign, 
0 及 一 


定理 3.22 HAW | lat L(p, g), 1<p<co, 1<4< 
co, 是 一 Banach 23 [a], 

证 明 我 们 需要 证 明 Llp, 9) 是 完备 的 . 4 p= 时 ， 我 们 
只 对 g= EMT Lp, q). whit, BFL (eo, 0) =L", 从: 
的 完备 性 可 得 定理 结论 所 以 我 们 假定 JI<2< co， 并 设 GJE 
L(p, 9) 中 的 Cauchy 序列 , 那么 , 依 定理 3.12. 定 理 3.11 之 (i) 
引 理 3.8, 我 们 就 有 og, 
oki : sup 8° ue E M, | fn(@) — fn (a) | >s})—0, 
er o. H n, moo, Opo 
5 Be Ha). 序列 : fd 是 依 测度 收敛 的 基本 列 ， 所 以 FEATH 
Lif} MRES E fn, (@)—>F LFA Bee. BE SSO. NE 
HE joriga(S), WEIR j n> jo t, | fa fila <. E Safi 
g=S—fi, H Fatou 引 理 知 S es en 


| [gldu<lim inf | | 9r! du 


IHE mi k E Loa 由 (3. 18) 且 再 应 用 Fatou HEA, 对 j> 

jo, 有 + 
C IS fola = gins. 

这 就 证 明了 定理 .还 可 证 明 , 4 p-1, 1<g< oo 时 ， Up, gq) 不 能 

A, 见 下 面 5.12 所 述 .。 】 


-JIB a 


a -raat ame 
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RERIT M. Riesz yet BR BEAK p, er 
变化 的 插值 算 子 的 情况 .我 们 假定 带 域 S= (2 CO, 0 Re 2< 1} 
中 的 每 个 #, 有 一 个 线性 算 子 T,, 其 定义 域 为 五 (MD) 中 的 简单 函数 
空间 ,其 值 域 为 N 上 的 可 测 函 数 ， 使 当 j/ 是 了 44) 中 的 简 单 图 数 ， 
9 Æ LCN PRK A, TJEN ETRY, 如 果 映 
y C O R 
oo, spot 
ES 内 部 解析 、 te 8 上 连续 ， 并 存在 常数 aca, 使 得 

elog Ja Pf) gd 


G= atip TERR S 中 是 一 致 上 有 界 的 ， 网 我 们 称 算 子 族 aya 
容许 的 。 
那么 定理 1.3 推广 如 下 ， 

;定理 .1 设 {7 COS) 是 容许 的 线性 算 TR 已 对 一 外 
ACM, M, 向 中 之 季 单 函数 了 满足 i 
Toph SMW [Flos (Pasi fhe emit 
其 中 , 1<p,, q<, Mi 一 0 4) 不 依赖 于 了， HROT, 
满足 PA: 


sup eee log AT; (a) < 00, 


mee Yt on 


TET 时 ， ,存在 常数 M, 使 得 对 一 切 简单 函数 户 储 车 ， 
1/p= (1-2) /po+t/pı 和 二 和 一 (15 4)/ doh fay Wo. 
就 满足 
. : ins ja <SMS 网 F 
.只 要 证 明 三 线 定理 GAL. 4) 的 下 述 推广 ， Ae mB 
非常 类 似 于 M. Riesz fh PEE BEAN UE HA, z5 
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引 理 4.2 设 F 是 S 上 的 连续 函数 , 它 在 S 内 部 解析 ， 且 对 
a<r 满足 
(4.3) su ey log | F(s+iy)| <œ, 


O< ee l,—oo< yao 


则 当 0<z< 工 时 ， 
(4.4) logl F(z)| <4 sin rs 


x| (+ log{F(1+iy)| lg j y 


_ olcoshry—cosax  coshay-+cos TO 
证 明 WCE D={z2€C, |z <1}, #1, —1, 
RCE) = (1/wt) logi(1+0)/C1—6). 
函数 可 看 成 是 两 个 保 形 映射 的 复合 , 一 个 是 从 单位 闭 圆 盘 D 除 
KALA 一 1 到 上 半 平 面 {fw EC. wx*0, Imv>0} 的 保 形 映射 
C>w=t1+0)/A—6), 

男 一 个 是 由 该 该 上 半 平 面 到 S LRG RST w—>2= (logw) /mi. 这 
È, ARE D-{1, 一} REWERA S 上， 而且, 对 于 zES， 


ho 4 ery 
C=h (2) = FELT 


如 果 对 于 《ED-{L -1}, 定义 G(C) 一 (h(L))， 就 得 到 单 
位 开 圆 盘 上 的 解析 函数 ， 它 在 除 1 和 -- 工 点 外 的 闭 单位 圆 盘 上 连 
续 . IVR OS P< BN, 则 应 用 Poisson Jensen 公式 得 出 ， 对 于 
t= pe 
(4.5) log |G (€) | 
_ 1 ae) . R?— p? 
| ~ 2m -x R?—2Rpcos(6—p) +p” 
将 (4.3j 用 G M n=h (w+ iy) ER, 就 可 推出 ， IAAT 
nE D WHR A, A | 

log|G(n) | <Af| 1+] ®t [1-9] OF, 
Ki n= Re’, 因 a/a<l, 故 由 此 不 等 式 知 , 可 以 对 (4. ies 
用 Lebesgue # HK EM, 青 令 REFL 就 看 出 当 C= pel, p 
1 BY, 
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log] G (Re™) | dg, 


re ep ry cap AN aehan AE ara aT Ss SE I a. t -in maa ae -o 


(4.6) log /G(Q)\< 


al ae log Ce) |p 
20 J-æ 1~2pcos(6—m)+p" i 


现在 我 们 可 以 说 ， 从 (4.6) AHS BE He OBE 19 BS) Dr BEY AN 
(4.4), BARE RB, 条件 O<a—h(pe*) < 很 容易 转换 成 加 
在 p 和 5 上 的 条 件 ,因为 这 时 我 们 必定 有 


, _ eur —_ 9 COS 
pel = ht (x) = = i aM 
eyi 1+sin mæ 
_ COSI x je 
* 3 
1-+sin mg 


因而 , 当 0<w< 汪 时 ,有 

p=(coswx)/(1+sinars) 和 0=— (xw/2), 
而 当 <<1 时 , 有 

p= 一 (cosmzJ/(IAsinmo 和 0=%w/2. 


在 第 一 种 情形 中 , 我 们 有 
1— p° _ 1—p? 
1--29cos(@—-w)+p? 1—2pcos(p+%/2) +p? 
i> 
1+2psing+p? 


_ sin ww 
L+ cos mesin p ’ 


ME, 4 Gecl AEREN, HARIT UA 


= ht Gy) = (ety —i)/ yti) 
看 出 , 当 9 从 一 x 到 0 取 值 时 , y 从 +00 到 -oo 取 值 ， 此 外 ， 
sin = —1/(coshry), dp= — [a /coshay] dy, 
所 以 我 们 得 到 


| l— p’ i 
EO yi gd 
2% J-« L—2ocos(@—pm)+ fp? og | Ge [de 

1 | sin mg an 
EI 一 -一 -一 站 __ _ 1 
2 J-co COS y -- COS mz log| F Giy) Idy. 
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类 似 地 , 4 p 从 0 Bi) oe BY, A Ce") iiih A tiy, ~eo<y<oo, 
并 且 得 到 


| 1— o? are 
ba Jo Ta cos apy tar 108! FC) |do 


1 | sin me 
2 J- coshmry + cos 7x og | FA + ay) | dy, 


引 理 得 证 . O] 
在 说 明 如 何 用 (4.2) 证 明定 理 4.1 以 前 ， 我 们 先 做 一 些 考察 . 
首先 ,我 们 指出 , 引 理 4.2 实际 上 是 三 线 定 理 的 推广 ， 我们 有 


去 | sine d 
2 J- cosh my -cos ry Y 
-到 | tan (9 /2)a@ 
2 J- (+ fan"(m/2)atanh®(a/2)y)cosh may oY 
-4f — tan(a/2)a ds 
mx Ja 1+s®tan?(a/2)a 
-三 上 = tan(a/2)o -全 du 
x Jo L-+s* tana /Z)2- m Jo t+? 


=e Z arc tan (tan (x/2)2) =s, 


H F sing(i-—s)=sinmgr, cosa(l—«) = —co rs, 我 们 还 有 
>% sin r æ 
z) 
因而 , 假如 用 条 件 |F liy) Smo, |Fatiy)| <m UR|F| ES 
中 一 致 有 界 来 代替 条 件 (4.3), ARERIA HER KERA (4.4), 可 
以 得 到 |F (atiy) |<mi mi, 这 就 是 说 三 线 定理 ( 引 理 1.4) 是 
引 理 4.2 的 特殊 情形 . 
依 (4.2) 的 证 明 ， 显 然 不 等 式 (4.4) 石 端的 积分 是 在 单位 加 上 
相应 的 Poisson 积分 的 “ 保 形 映 象 "， 事 实 上 , 对 (4.2) 的 论证 稍 做 
变动 ， 就 给 出 下 述 带 域 Dirichlet 问题 的 解 ， 设 /定义 在 垂直 线 
2 一 0 和 2z 一 II 上 ,使 对 某 a<m oe? fiy)Me*fi+iw AFH, HB 
A ESA, 
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一 一 一 一 一 -一 0 一 工 一 化. 
-æ cosh my — COS mg 


uls, y) = 4 sin wx 


ef" {—__ fw) _. f(il+iy) -lay 


X Joa coshay— cos wa ` “Cos hay + COS TE 
定义 了 一 个 有 ( 非 切 向 ) 边 界 值 SAMAR. RE 
rfO 和 Siy) 00D 
将 含 了 上 述 积分 的 存在 性 (也 就 闪 明 了 条 件 (4.3) 的 作用 )， 
我 们 现在 来 证 明定 理 4.1、 令 JE 和 9EZN) 是 简 
单 函 数 , 且 满 足 


| | fl,=1= gle, 
ER p=p, q=q, 1/¢gt1/7=1, 


f= Saxe, y= > OLX P.. 
利用 证 明 M. Riesz 凸 性 定理 (定理 LDNIANARES, RN 
构造 函数 
Fe) =| (afd gedv =D) a" by] HSM (2), 


此 处 ,ya =< | (Pere dandy, h Cs} rea vee ae 
HE F ee 4.2 BR, TEL AF 

[Sul = [FP | fava? Lgl = 1912 =| gil“, 
应 用 Höldor KERRE Gy) | <Mo(y), |FG-+éy) | <May), 
于 是 根据 引 理 4.2, 有 


|f Pgd = FCA) 


<< exp| > gin gt 


x| d log Mo(y) ,|_ log M: (y) lay] = =M, 


coshay—-cosat  coshmy+cosmt | 
又 因 IL: fs = sup, | (Eyd ,于 是 定理 得 证 ， 】 
P S 
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6.1 线性 算 子 的 插值 理论 已 经 以 很 多 种 方式 推广 到 一 般 的 
Banach 空间 ， AEE A A PB TABLE: 设 V 是 拓扑 问 量 空 
间 ， A® A! 是 两 个 以 | lo Fi | la 为 范 数 的 Banach 空间 ， E 
们 连续 地 幅 入 这， 我 们 可 以 在 4 站 41 中 引入 范 数 alene 
max{|a@lio, lal:ı}, Æ 49+ At = {a=ao+ai, moE A, aE A} 中 引 
入 范 数 la| aopa: =inf{]aolo+ larla: aE A’, a,€ A}, a+ a =a}, 
mAN At M AA! 转换 为 Banach 空间 ， A? 与 At 闻 的 中 间 
空间 指引 是 满足 A? N AIC AC A®+ At 的 任 一 Banach 空间 A, 如 
当 A= r, Ate I 1<po, pxo, 1/p=(1—t)/pott/p 0 
<1, WL 是 一 个 在 L AL 之 间 的 中 间 空 ll, RT HA 
A°+ A* 到 自身 的 线性 变换 , 并 具 性 质 ,了 T 了 在 4;(7=0, 1) AYR it 
4; 到 自身 的 有 界 算 子 ， 而 中 间 空 间 4 对 每 个 这 种 线性 变换 了 都 
是 不 变 的 ， 此 外 , 车 任 一 这 种 了 在 4 上 的 限制 也 是 有 界 算 了 ， 则 
我 们 称 4 是 4 和 4 间 的 线性 插值 空间 ， 从 M. Riesz 中 性 定理 
得 知 , LY 是 LPs 和 5": 间 的 线性 插值 空间 . 

于 是 ， 我 们 可 以 把 线性 算 才 插值 时 抽象 理论 中 的 一 般 问 题 用 
下 述 方式 表述 : 

Ci) 给 定 两 个 Banach 空间 4°, At, 如 何 表 征 “ 一 yy’ Ao 
44 间 的 线性 揪 值 空间 ? 

(ii) 如 何在 给 定 的 Banach 空间 A® Al At 之 闻 构 造 线性 揪 
值 空间 ? 

(iii) RAB A HA 间 的 线性 揪 值 空间 . PR BD Bs 
两 个 Banach 空间 , 是 否 存 在 线性 插 俯 空间 B( 在 B 和 Bt Zl), 
使 A®+ A* 到 B°s- BY 的 每 个 线性 变换 -一 -其 在 4 上 上 的 限制 是 将 
AP RRA Bi(j=0, 1) 的 连续 映射 -一 连续 地 把 4 上 映 入 B? 

(iv) i A Eh AS 和 47 以 某 种 特定 的 方式 铭 造 出 来 的 线性 
插值 空间 ，B 是 从 另外 两 个 Banach ij Be 未 | BY 以 “ 同 洋 ”的 方 
» 224 。 


式 得 到 的 空间 , 是 否 每 个 从 4? 十 41 到 B+R 的 线性 变换 一 一 它 
把 A? 3 HERR Bi, j=0, 1 一 一 也 把 4 连续 地 上 映 入 B? 

| Gagliardo 已 经 回答 了 第 一 个 问题 ( 见 [11)， 此 外 , Gagliardo 
的 方法 使 他 能 够 对 (iai) 有 一 个 肯定 的 回答 . 这 些 结 果 太 一 般 ， 并 
A Lions[1], Oalderén[2], Lions 和 Pestre[1) 得 到 的 两 个 
搬 值 构造 定理 ( 即 回答 (ii) 和 (iv)) 那样 与 本 章 内 容 有 密切 联系 ,下 
Ta JU Bet FS TARXETA. 

5.2 我 们 首先 叙述 Calder6n 给 出 的 复 插值 方法 . BABE 
一 个 Banach 空间 , D 是 复 平 面 上 的 一 个 区 域 ， 从 DD 到 BB 的 映射 
z—>b(z) 称 为 是 解析 的 ， 如 果 对 如 上 的 每 一 连续 线性 省 画 1， 2> 
(lb(z) DENSA RT RR. RNS A-TPHSH F (A, 
At), E HELER S = {26 C,0<Re2<1} LIE 49+ 4 中 到 
值 的 函数 了 组 成 , 这 些 了 满足 ， 

CQ) f SHAM S= (EC, 0<Re z<1} 解析 ; 

(2) FES E, f 连 续 , A | flaca 有 界 ; 

(3) 对 于 一 co<t<co0,f(it) E A, tof (44) EH HC- 00, 00) 
到 4 的 函数 是 连续 的 , A tol fan, AR; 

(4) 对 于 -ce<t<co, ftit) EA, H tof Atid EH H 
(=œ, co) il A 的 函数 是 连续 的 , 且 t->| .FL 十 让) | 有 界 . 

如果 我 们 引进 范 数 上 太一 zcap 一 IaxX {suplf Cit) lo, 


sup| fatit) at, W F(A, A*) 是 Banach 空间 ,假定 0<t<1, 


Ne={fEF fA) =0}, 定义 空间 A IF /Ni:， 那 么 可 以 认为 A 
GATH SEF ESO) EA -+A AM AE a], BR A 
入 通常 商 空间 的 范 数 |ala,=inf{| fis. FEF, fC) =a}, aE A, 
则 得 到 一 个 Banach 空间 . 我 们 要 假定 {0} + APN At, 

显然 ，4; 是 4? 和 4 的 中 间 空 间 ， My HAS AWER, A, 是 A® 
和 4- 间 的 线性 插值 空间 ， 实 际 上 , 对 于 上 面 提出 的 问题 (iv), 我 
们 得 到 以 下 答案 . 

ink B Al B* 是 两 个 Banach 空间 , TM A°+ 47 RA B° 


+B? 的 线性 变换 ， 它 把 A 映 入 B, j=0, 1, WEHI — H acA, 
[Taj <M lal, WPA RAB, HI — HU ae A, FA Tals, 
<MEo-OM i lalla,. 

Calderón 给 出 了 4° 与 A? 间 的 线性 插值 空间 的 另 一 种 (但 有 
联系 的 ) 梅 造 法 ,由 此 导出 问题 iv) 的 另 一 种 解答 .但 是 无 论 应 用 
哪 一 种 结果 ， 我 们 都 会 得 出 与 已 经 得 到 的 线性 插值 空间 等 同 的 空 
间 ， 为 了 更 好 地 理解 这 一 新 间 题 的 意义 ， 我 们 给 出 线性 算 子 的 插 
值 的 一 些 基 本 例子 (大 部 份 是 在 这 一 般 理论 出 现 之 前 就 有 了 的 ). 

6.3 KM, M, 凡 ) 是 一 测度 空间 ,Ai= LY(M),1<pj< 0%， 
7 一 0, 1. 我们 可 以 不 妨 把 AS, At 嵌入 局 部 可 积 孙 数 空间 让. 则 当 
Doom, 存在 A; 和 上 ?:(M) 之 加 的 一 个 保 范 回 构 ， 其 中 1/p;== 
(1—t)/po+-t/pr, 当 p= 时 ， Pr Ws He Po 或 pi 之 一 、 假 定 2; 一 
Po, 2<co， 一 般 说 来 ,这 时 我 们 得 不 到 Ao 和 A =L (M) 间 的 保 
AW. 但 是 可 以 证 明 , Xt a>, hi uE M, | fæ) | >a}) 
<o 的 函数 f CL°CM) WHA ZTE L 范 数 的 闭 包 与 46 等同 . 
RN, NV, ERWE zN, B= LN), B'==L2(N), 则 
5.2 中 之 定理 讲 的 就 是 M. Riesz 起 性 定理 (4.8). 

5.4 iM, M, J) 是 一 测度 空间 , wy J=0, 1) 是 定义 在 M 
ENUF w AERE, A PM, pos), WFE Ay 和 
Le(M, Ho) 间 的 一 个 保 范 同 构 , 其 中 , 0< 1 /p, = (C t)/pott/P, 
dis =0 adu, ONt<1 (a; 是 u; HF u K Radon—-Nikodym 导 
数 ,j 一 0, 1). 在 必 一 co 时 ， 我 们 必须 对 5.3 中 的 论述 加 以 修改 , 
可 参看 Stein 和 G、Weiss[5] 

”5.5 对 p 之 1, 设 瑟 ? 是 一 切 在 上 半 平 面 Imz>0 解析 且 满 足 


°° 1/p 
Ph-sap(| | F(@-+iy) ds) < 0 
y>0 “oo 


PY Be (2) A aS. 这 是 一 个 与 以 正 实 轴 为 基 的 管 相 关 的 AL? 空 
间 ( 见 第 三 章 )， 如 果 A =H”, 1<p,<oo, i A O<t<1) ¥ YF 
”Hr ( 即 存在 一 个 A 到 及 ”上 的 可 逆 线 性 映射 )、( 参 看 Salem 和 
Zygmund[1], Calderón 和 Zygmund[2],G. Weiss[1].) Bt 
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高 维 管 相关 的 A? 空间 之 间 的 线性 插值 空间 的 等 同性 是 个 尚未 解 
决 的 问题 . x AAT A OF ee A A OY 
H’ 空间 上 . 
5.6 20<a<2,R(1S RH ,上 连续 有 界 且 满足 
sup| f(e+t) + fv- 27(2)|=0( tl"), |t| >0 


的 函数 构成 的 空间 ho 一 ho 如,)， 这 是 一 个 具有 范 数 
(FIE = ft sup{lt i fætt) t f@-i)~2fl@) |} 


的 Banach 空 闻 ， 对 于 一 般 的 c>0， 设 下 是 严格 小 于 ca RKE 
Br, 我 们 定义 Aa 是 所 有 O" 函数 的 空间 ,这 些 函数 满足 Def CAs, 
O<| 6) = 一 Bi 十 … 寺 8.<a( 我 们 沿用 第 一 章 导 .9) 引 入 的 记号 ) 那 
么 ,和 Xu 是 一 个 具有 范 数 | 中 一 之 | DE f|- K Banach 空间 .车 
A= haj J=0, 1, a= (1—taot+ta,, WA, SFr. (BF 
Taiblegon[1] 和 Calderén[2}_ ) | 
5.7 ”下面 的 例子 是 在 讨论 E, AWS, 而 在 描述 多 
Hi Fourier 级 数 时 会 显得 更 为 简单 对 任 一 a0, EN LT 
是 由 函数 AGE LPT) 组 成 的 AS Pal, BP P(e) ~ Dane’, fi 
得 aot x |m | dmt Ft Rf € LCT.) AY Fourier 级 数 R 


们 用 第 七 至 开始 时 引入 的 记 号 )， 这 个 空间 是 一 具有 范 数 [Fl = 
if |, 的 Banach 空间 ， 假 定 A = LR, 1<pj;<co, 7=0, 1, W A, 
等 价 于 LE, 其 中 1/p= (1-2) /pott/m, a=(1—-tagtiay, X— 
”事实 的 证 明 利 用 了 定理 (4. 了 DD 和 /一 之 nm| Tane FB P(T) 
上 的 有 界 算 子 ,这 里 1<p<o0, y 是 实数 . 

5.8 5.3 或 本 章 §1 中 所 述 的 M. Riesz 古典 插值 定理 ,可 以 
推广 到 定义 在 测度 空间 而 取 值 于 Banach 空间 的 函数 空间 ， 其 详 
细 论 述 可 参看 Calderén[2), 全 于 其 特殊 情形 一 一 函数 值 是 空 
间 本 身 则 星 由 Boas #1 Bochner [1] 及 Benedeok Ñ} Panzone[1] 
到 . M. Riesz 占 典 搬 值 定理 山林 以 推广 到 Banach 格 上 ( 即 Banach 
RAS, MAS S\g 推 得 1 方 委 ;9 更 明确 的 论述 可 参看 
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Calderón [2]), 这 个 推广 包含 了 M. Riesz 定理 利 5.4 中 记述 的 全 
子 , 以 及 $3 中 定义 的 上 (p, 2) 空间 的 揪 值 定理 ， 

5.9 5.1 中 所 说 的 由 Gagliardo, Tions Al Peetre 给 出 的 插 
值 构造 理论 , 可 以 如 下 氢 述 , 按照 5.1 中 引进 的 符号 对 每 个 t>, 
RME 4 +A 上 定义 范 数 K y(t) =inf {|aolot+tilas}s; eo+a1= 
a, EA, a: CA}, 由 此 定义 立即 可 得 Ky 在 正 实数 上 是 非 负 
Mee ay. 现 假定 多 是 (0，coo0) 上 一 切 非 负 Lebesgue 可 测 函 数 集 上 
的 非 负 (可 能 无 穷 取 值 ) 函 数 ,满足 

Ci) OA)=0, 4 A124 AL) =O 几乎 处 处 成 立 ; 

(ii) 4 Dh) <œ, W] A(t) < 几乎 处 处 成 立 ; 

(iii) 4 a>0 NY, Plah) =aP(h); 

Gv) EAO TAH LPRA WO) <BH(h). BW 


PEAS HI D WE HH, 集合 AD) = {aE A+ At, OK) < 
co} 是 AS + At TZR, WER a> OK) SE AD) LAER, E 
lals， 当 GG 潢 足 某 些 一 般 条件 时 , 空间 ACD) 就 是 40 和 At 间 的 
线性 插值 空间 ， 而 且 还 可 以 得 到 一 个 插值 定理 ， 它 是 5.1 中 提出 
的 问题 Gv) 的 解答 ; 设 人 是 从 48 二 41 到 Bo 十 Bi 中 的 线性 变换 ， 
它 把 A RA B, j=0, 1, 且 对 CE4 | Val;<M;laj;, 那么 
THAD) RA BO), HRA HK M=M(P, Mo, M,). 
te Ext — iac A), Tole M]ajo. COR BRU TRE 
_ 时 , 这 一 定理 的 证 明 格外 简单 : 存在 (0，oo) 上 的 一 个 非 负 函数 Y, 
使 O(h*)<h(A)O(A), HP ADO, PALAY., FRE, 
BAVA (Too =D Kr,) <M BK) < Mor (M/M) O( Kae 
Moth(M1/Mo) lale (第 一 个 不 等 式 是 对 下 所 加 的 题 设 的 直接 结 
果 , 第 二 个 不 等 式 可 从 加 在 BB 上 的 新 条 件 得 出 )， 于 是 得 到 了 揪 值 
定理 ,其 中 M <M oh M/M). ZW, WME BA) =, OSSI, 
我 们 就 有 类 似 的 不 等 式 MMM, 

5.10 4 Æ=I*, A=, fED+L 时 ， 我 们 不 难 建立 
Es) $(u)du, 根据 后 面 的 讨论 看 出 , 我们 只 需 考虑 FSO BY 
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情形 . 这 时 , K y(t) —inf{ folate file: f=fot+fi, fi20,fi€ A, 
j=0, 1}, Bef=Hfoth, Mif|-Gen/sf = (gnf) fot 
(sen j fi= got gs 类 似 地 , AIS | =gotg W f= sen f) got 
(sen fJgi= fot fr, FICE MAS BL, WA | Soletti fales 
Igolottlorls-, AMA KK. 当 了 是 实 值 的 且 f=fotfs 
时 , 则 f= Re fot Rofi, 因而 在 估计 Ky, 只 需 考 虑 实 值 的 fo 和 

fi DP. Bea, A fS0, Ak f= 一 了 fo 十 ,我 我 们 令 fi =inf{ fs, fh, fi” 

f-fo. WA f= fot fi, OSAS fI] fol, BOS F=f-fos 
1f 一 fo| =l fil. PÆ |Sol tt! files Solr tti file. 所 以 我 
们 可 以 假定 f=fotfi, 其 中 三 个 函数 都 是 非 仙 的 ,如果 s= fils, 
我 们 定义 f= fAs=inf{f, sk, g= f- f”. 那么 , (如 果 必 要 的 
话 ) 在 零 测度 集 上 改变 Mie, RNS RE 0< fa) <s 对 一 
ah. HE ASS, 从 而 fi<f, Bob, g= f- JOf- 
=fo MAA, glot tif r= highs +si< | folo +st< [fole 
til file. HL, MF FSO, H K0) ~int{ | f— FO Yb ts: fom 


FAs}, 若 和 表示 的 分 布 函数 , Hw — inf {ss A(3) <i}, 我 们 来 还 明 

Ky) = if fle- is. HAG, RIRE $1> 80, ABZ , 4 f (æ) <3 

nt, f(a) 一 feo(z) 等 于 05 4 so< fa) <s BY, f Cw), — f(a) 

EF f(a) so, WIH s< f(a), £(@) 一 feo(a) BBL as 50, 这 

样 , 由 于 和 (so) <0, RA | ee 
J-F letts (lf - fly +189) | 


mi (81—30) — | (FPF) dp 


Save) (si s0)—[ CF fy 

=A CS0) (81— 89) — À Cso) (81 — So) = 9, a 
”现在 设 aL, Hs < 和 sc< so 对 该 区 间 中 之 8, ACs) St, 所 以 我 们 有 有 
If Fo" lati, ff) 十 $6) | 


>| oa (PO FE Jd — ACs) (S—S1) . 


. 399° 


> | = (s—s du- Als) (s— 81) = 0, 


TRIE HE, RER | f— PO rts =| ff Olin tis BEM s= 
CRE, HEMT KO ME foie tso， 按 照 广 的 定义 , W 
知 当 Moo) Sut Wh fC) 一 %， 这 一 结果 连同 引 理 3.17 之 (iD， 
RAA | 

KO = [F=f )dutty=[ fius) +t 


(ACS) 


= 


f”) du- | f OùÙdu= | f (Wau. 
如 果 我 们 选取 函数 范 数 为 - o 
E ee BA) 一 (wD, CEP th (EYE (dtt) y, i 


我 们 就 会 看 出 ,5.9 中 所 定义 的 空间 4( 罗 ) 就 是 空间 Ip, g), 1< 
PO, 其 范 数 就 等 于 [ | pa. 

EI RATE EARS 1PH, AU AE WIE R= {la Bs 
0Sa, B<1} 中 的 点 ,给 出 M. Riesz 十 性 定理 的 一 个 几何 解释 .我 
EET Maroinkiowios 定理 (2 4) 一 个 类 似 的 解释 , 然而 这 时 只 
涉及 “下 三 角形 2”{(w B) EQ; 0>B} 中 的 点 . 我 们 可 以 举例 说 明 ， 
这 个 定理 在 “上 三 角落 ?中 是 不 成 立 的 ( 见 Hunt[i]), M’ “Riesz 在 
sire Sc ES aay ay, a 仅 当 所 考虑 的 Le 空间 由 复 值 函数 组 成 时 ; 同 
性 定理 才 对 整个 单位 正方 形 Q 成 立 ， 而 在 只 考虑 实 值 函 数 时 ; M. 
Riesz 给 出 一 些 例子 说 明 凸 性 结论 在 “上 三 角形 ”中 不 再 成 立 ,而 在 
“下 三 角形 ”中 成 立 ， 然 而 从 复 值 的 情况 立即 推 知 ， 在 定理 1.8 的 
假定 下 , 存在 一 个 常数 有 (不 一 定 小 于 或 等 于 AOR), RAFT 
是 (pe, @) MN, Hm, qi) 范 数 hh， 在 这 一 点 上, 我们 有 必要 
.指出 ,实际 上 Fourier 分 析 中 所 自然 提出 的 所 有 算 子 , 对 某 些 指标 
p, PSM A, ABE ORRO, DEM. MA, 相应 于 
“下 三 角形 ”中 点 的 插值 结果 ,对 我 们 的 目的 来 说 是 足够 用 了 ， 

5.12 当 p=1, 1<g<oo 时 ,没有 等 价 于 ‖ 1%, 的 范 数 , 因 
而 这 些 空间 L, P PERE. 让 我 们 对 q= 来 证 明 这 人 一点. 
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我 们 考虑 E, 上 的 函数 列 fick fela) 一 1/1z 一 8|， 那 么 每 个 
frEL(1,，%%) 以 及 Ifeli 5 EER. & f= > fe, 假如 |Æ 


等 价 于 | [tn 的 范 数 , 则 必定 对 某 个 常数 04, E IIIN. R 
而 , 4 O<a<N 时 , f(e) >0alog N, KT |f 11,, 之 OaN log N, W 
当 No, PAT AIS. MP i<g<o 的 情况 ， 可 类 似 地 证 
BA. 


文献 注释 


Marcinkiewicz 定理 首先 在 [2] 中 发 表 ， 文中 对 “ 主 对 角 级”{ a b) é g; 
a 一 B} 给 出 了 证 明 概要 . 而 对 于 “下 三 角形 ”的 证 明和 许 多 重要 的 应 用 ， me 
先 由 Zygmnnd[2] 发 表 ， 木 章 给 出 的 M. Riesz 凸 性 定理 的 证 明 则 了 由 Thorin 
站 以 及 Tamarkin 和 Zygmumnd[1I] 各 自 独 立地 得 出 的 ， 解析 算 子 族 的 略 祭 
是 属于 Stein[g 的 。 用 引 理 4.2 得 到 的 另 一 RGR FE Hirschman [1] 
HRAL CASS A ATE SPR ZEA” 空间 上 的 推广 ， 可 参看 Stein 和 Q. 
Weiss[3].Z(p，9) 空 间 是 由 Lorentz[2] 引 入 的 。 Calderén 第 一 个 利用 函 
Sms, PHA ES AL. © 上 的 范 数 .对 二 这 些 空间 的 一 般 理 论 ， 
SE Hunt[1] 和 Oklander[1]、 由 之 得 出 插 信 定理 3.15 的 一 些 结果 的 论述 ， 
是 依照 Hont [1] 改写 的 ， 一 些 有 关 的 结果 可 参看 Stein 和 GG. Weiss [3], 
Krein 和 Semenov[1], Calderén[2] 以 及 Liens 各 Pestre[i] 2; SA4 Ah— 
般 的 插值 方法 并 指出 它们 之 间 联 系 的 两 篇 文章 是 Krein 和 Petunia) 以 及 
Magenes [1], Hilbert 变换 的 弱 型 不 等 式 ql 要 同 HA 到 Kolmogorov [1], 
Besicoviteh[ 1] 和 Titchmarsh [1]. 
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”我们 已 经 在 第 兰 章 和 第 五 章 中 遇 到 过 瑟 iberi FHT. 4M 
两 章 中 ， 都 是 用 单 复 变 函数 论 来 导出 它 的 性 质 的 ， 证 本章 第 工 节 ， 
我 们 要 建立 部 份 实 变 方 法 来 研究 Hilbert 变换 ， 在 第 2 节 中 我 们 
将 说 明 如 何 用 这 些 结果 来 定义 和 建立 具有 奇 核 的 奇异 积分 算 子 类 
的 基本 性 质 . 第 3 地 将 介绍 一 个 更 大 的 奇异 积分 算 子 类 ， 最 后 ,我 
们 在 第 生 蕉 中 指出 ， 许多 这 种 积分 身子 都 是 与 偏 微分 方程 组 (它们 
推广 了 .Gauchy-Riemann 方程 ) 相 联系 的 ， 这 些 偏 微分 方程 组 还 
PRM ES RS EE Fourier 分 析 的 另 一 种 复合 型 方法 ， 特 别 
地 ， 我 们 将 引入 A 空间 的 理论 ,在 某 种 意义 上 , 它 与 第 三 章 所 介 
络 的 党 ?理论 相 平行 ， 


§ | Hilbert % ğ 


EPERE 2b, RNA T RASEL, œ) (1% 
pLi Hilbert 变换 了 ,将 它 定义 为 当 y>0 ii OR 
v(a, y)= A/m) | fod I/ Et) 
RRR BRAC a CA HE ETE, 对 几乎 -切中 这 个 家 
限 存在 ， 鉴 于 这 一 事实 , 我们 自然 会 问 , 了 RSE ARE LH 
F= /| Sæt /dt 
遗憾 的 是 , 既 使 对 非常 光滑 的 1E Lr(- 00, co), 这 个 积分 也 不 一 
定 有 意义 ， 但 是 如 果 我 们 在 主 值 意义 下 考虑 这 个 积分 ( 见 第 四 章 
(4.4)), 则 对 几乎 每 个 实数 w 可 得 
(1.1) F(a) =lim = | LED a 
这 是 第 五 章 引 亚 2.6 ATER CI HRE: 
» BJ e 


让 理工 .2 设 fe 2 一 oo œ), Lxp<oo, WA f Lebes- 
gue 点 集 的 每 个 点 2 处 ,有 


。 $ 
lim |" f (a—t) Pa 
证 明 令 


- a-f SED ath -0 
87 J Ozell £ ° 


t Í 
三 一 一 一 ， 当 [i> 
+1 £7 , 
-| 

并 对 e>0, $ pCt) =e 'p(t/e), WA 


~ Fa-ti du Jt) 


J Oceglt] tA 
-| fb)p. (0 
由 于 


1 、 
adra lell 
5 | 4 |e|.<I, 
Ha) E LA( 一 o0， oo)， 于 是 根据 第 一 章 定 理 1.25 和 


| p(t dt= 0. 


(1.8) yo- ot = 


( 因 史 是 奇 函 数 ), 有 
| mm ECO AOL EO p(t)dt=0, 
引 理 得 证 } | 
在 前 一 章 我 们 曾 证 明 ， 当 1<p< co 时, Hilbert 变换 是 (p, p) 
ai. 我 们 将 证 明 WK Hilbort zA (ata FE PC co, oo), 对 
应 函数 为 sup 元 | | fe@-)-E)) 也 是 (p， 办 型 的 ， 更 明确 地 
说 ,我 们 有 以 下 结论 : | 
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AR Ct A A rc A Be a o 人 esther aoo eo. . fo a te 


ELA #fEL(-œ, œ), 1<p<o, hs 0 
(MF) asup ti) fe-)4 
<L th |my(w) + mga), 
p p ES PEKKA, m 和 m7 分 别 是 和 了 的 Hardy- 
Littlewood 极 大 函数 .特别 地 , 存在 一 个 不 依赖 于 EI?( 一 00, 00) 
的 常数 Bp, 使 
[M1 ,< Bol flo. 
证 明 我 们 有 


[Fe fe 


7 aie 
-| fæ- typ Hdt, 
Bayh ETR R BEER A BE 依 第 二 章 (3.9) 有 
sup i f(e- TAGLI <j am;(@), 
于 是 我 们 只 要 证 角 
sap 二 | 人 f(a—t) == 3 


定理 即 可 获 证 . 而 这 一 不 等 式 是 第 一 章 定理 3.10 和 下 面 引 理 所 述 
等 式 的 直接 推论 ; 加 
5138 1.5 i f CL o, co) ， i<p<eo, 1>0, 则 
1 1 


ie Io oad ims) Fo 


dt <m), OBa 


Fie? ALD 
a WER FAAEE f GH ie (6.18) aL ASE Poisson 
核 XO] = (1/m) [/( 太 十 扩 )] 的 卷 积 , 而 右 端 则 是 六 与 Poisson B 
a P,(t) = (A/a) fy/(P+y)] | a 
ABB CEMA y>0, 8, 和 P, WEF Io, co)， 其 中 
(1/p) 十 《1/p) 一 1， 故 出 Holder 不 等 式 和 第 五 章 (2.11) FES, 只 
«© B34 6 


ai f ET I 的 一 个 笛子 集 的 情况 证 明 引 理 即 可 .， 所 以 我 们 假 
定 了 属于 在 第 一 章 中 引入 的 测试 丽 数 类 .此 时 ， BHA SC 
IT2( 一 co,， œ), PÆRER. TD, 7 ERY Lo, œ), H. 
其 Fourier 变换 (了 )” 有 意义 ， 我 们 不 难 证 明 | 
(1.6) F) (a) = (iran fia), 
事实 上 , RNN 第 三 章 (6.13) 中 证 明了 
Qa) 一 《一 和 8DZ)e °F 

IYA (Qua f)” (x) = Q æ) f(a) = ( (igen 2)o- f(x), 再 利用 
Piancherel 定理 推 知 ， wyaro, Qef ET Gk DP 范 数 ) 一 
个 请 数 ， 9， 其 Fourier 变换 为 (一 isgn 2)f(z)， 另 一 方面 , 我 们 从 
第 五 章 引 理 2.6 得 知 , 当 OOM, (Qu f) Fe) 邢 乎 处 处 成 
立 ， 于 是 ,了 和 g 必定 几乎 处 处 相等 ， (1.6) 得 证 .为 了 证 明 (1.5)， 
我 们 只 需 证 明 其 两 端的 Fourier 变换 是 相等 的 即 可 。 根据 (1 .6) 
以 及 第 - EEM 114, RNA 

(FxP,) (ow) = (PT@= e = isga a) f(ae ml, 
而 刚才 我 们 看 到 ， 最 后 的 表达 式 等 于 (fx8Qy) (ew), 这 就 证 明了 引 
理 , 并 因而 定理 1.4 得 证 ，】 | 

我 们 的 目的 是 把 这 些 结论 推广 到 ” 维 情 形 ， 为 此 ,我 们 着 千 ， 
要 适当 地 推广 Hilbert 变换 , 推广 的 办 法 之 一 是 引进 术 


(1.7) Ki) = = +0, 

其 中 QB erent JER a, Q(at) = (i) ) 
He 4 n=1 HL Q(t) = (send) jz 时 ,入 的 卷 积 ( 主 值 意义 下 ) 
产生 的 Hilbert 变换。 那么 ， 鉴于 本 节 所 给 的 缚 吉 果 , 我 们 自然 会 
H, SF : 

a. 8) 


HP) (a) =lim| Het) K (at, 2-30, 3-900, 


b> tle 
EAM fC IPH, i<p<o, 都 有 意义 ? 是 和 奋 有 界 地 把 LP (En) 
© IBS e 


(L<p<oo) SRA RS? 我 们 将 在 下 一 节 证 明 ， 当 O 限 制 在 
单位 球面 ,+ 上 是 可 积 丙 数 时 (W4 f |) [dt <o), 
论 是 成 立 的 ， 这 种 算 子 便 是 具有 坷 核 的 奇异 积分 算 子 
如 果 我 们 只 假定 Q 在 单位 球面 上 的 限制 是 可 积 的 , 并且， 

h Q(t) dt = n 


(3 9 是 奇 函 数 时 ， 这 个 条 件 当然 满足 ) ， 则 我 们 得 到 一 个 更 一 般 
的 核 .在 第 三 节 中 我 们 就 要 讨论 这 种 由 (1.8) 给 出 的 算 子 ， 其 核 
K 具有 (1.7) 的 形式 ， 且 0 满足 这 个 更 一 般 的 条 件 ， 然 而 研究 这 
些 积分 算 子 要 比 研究 具有 奇 核 的 奇异 积分 算 子 更 为 复杂 , PMB, 
为 要 证 明 这 样 的 算 子 是 (p, pp) 型 的 ,1<p<oo, Be QOH Sas LM. 
可 积 性 外 , 我 们 还 必须 假定 它 满足 一 些 别 的 条 件 . 


fr Dy 


§ 2 ”具有 奇 校 的 奇异 积分 算 子 


| “BK KCL. 7) 定 义 的 核 ， Q 是 零 阶 齐 次 奇 函 数 ， BE Dass 
ETR, 首先, 对 于 s>0 以 及 SCD (B,), 1<p<co, RHA” 


为 了 证 明 这 个 等 式 ， 我 们 把 EARR rt’, 其 中 tans T | 
2 于 是 我 们 有 | 


1) 在 一 维 情 形 时 , 积分 Lf@-h/t] Gt EER, KERN yE 


O<cais| 
L?(— 20,00), 1<p< oo, 被 积 函数 是 三 的 平移 ( 它 一 定 亦 属于 Znp) 与 一 个 Ze 机 
KERRE) 十 (1/g) 一 了 ,后 者 在 It Se 时 , 值 为 1/4, 在 其 它 各 处 
为 0。 但 是 如 果 我 们 不 考虑 (1.8) 而 考虑 积分 | ，，，f(c 一 从 (DD at, KTR 


ifl~e>O 
性 并 不 是 显然 的 我 们 可 以 证 明 这 个 积分 有 意义 ， 但 我 们 这 里 不 去 讨论 它 ( 关 
于 这 个 问题 以 及 在 下 一 节 中 讨论 的 与 该 积分 有 关 的 一 些 问 题 , 可 参看 (5.5))， 
我 们 看 到 ,在 下 面 所 述 条 件 的 限制 下 , 积分 (1.8) 对 几乎 每 个 # 绝 对 收敛 ， 
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| ye i= |" He fa— rt Rt) dt |e a 
“Sa, Q(t") IEE Pyare 
另 一 方面 , 由 于 Q 是 奇 函 数 ,这 后 “表达 式 就 等 于 
| cnf- f e-e) F 
=- et) I f arre) E la 
=f At) ID flæ— rt") ary 
于 是 ， 
a| fæ- t) Te di = | f@-2) an di 


tfu fle | ac dt= | Qt’) TEC Di ar bay 
+o aw) {| fart) 2 ae 


, ， dr 
=| ow (ort) Nat 
f 、 | NO, (æ ) T | 


则 (2.1) 得 证 . 
设 1= 《1,0,…, O EE 是 ;之 祭 淮 基 的 第 一 个 向 量 ,对 于 
t= (04, Va, +, La) E En, 我 们 今 


CADP @)=| fest) 
ò > |8| > 8 


“ ds 
= f (@1-8, Ta, ory Tn) . 
ð> |g! >E g 


WME o EHTE En LER SO(n) 中 的 一 个 元 素 ， 则 我 们 设 
Ro 是 作用 在 En 的 函数 上 的 算 子 ,定义 如 下 : 
| (Re f) (Œ) = flex), 
5182.2 #fEL(E,), pce 


Í, el 27) ra di = L | (Reis Re f)Q(ol de 


ore .237 。 


此 处 , da 是 群 SO(n) LA) Haar 测度 元 ,并 经 正规 化 , 位 
| do = | Ana 


是 2,1 的 Lebesgue jill FF, 
证 明 由 第 一 章 (4.14), 我 们 有 


j. | ee dr Q(t dt 
-| (i, Horo) dr}Q(oDdo 
-| SO(n) Doone f) (on) }a(o1)as 


-| EHB Rf) 0) ooDae, 


于 是 引 理 2.2 PEŞSARA. DK HRM. | 
上 述 引 理 的 一 个 直接 推论 是 , 4 SEDLCE), 1lxp<o 时 ， 


(2.3) 2.sup| f(@-t) Ot) dt 
S20 | Jdaitine tl 


<| sup! (RHR, f)(2) (ol) |do. 


BOC) ee 
5 
对 于 GEL H,), 1<pso, RI EXMP. 
MP (æ) =sup(2r) => | \g(@1—t, wa, +t, En) | dt, 
r>0 t af 


在 第 二 章 中 我 们 已 经 看 到 ,根据 该 章 定理 3.7, WMP € LPH), 
且 
[MPi Sbg, 


Sth, b=b(p, n) RRM pn Meo 无关， 而 根据 定理 1.4, 
我 们 又 有 ”， 


2) 因为 
J F@—t) At/t) < 
从 而 根据 定理 1.4 de, 
sup 


620,70 | FE (A/D) <2, lam, (@) trama). 
1) do dias i 


Sep 80 |+ || se- a], 


iti tJ 1 
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sup| (Ro ABR. f) (æ) | 
50 


<2 | us | 1M 01) -二 2q M PHRES ETIS), 
因此 ， 按 照 定 理 t.4 以 及 当 Re RRE PE 上 时 它 是 等 距 算 子 
这 一 事实 可 推 知 , 对 4<p<c, 有 


工 
@.4) (| {sup| (Ro HY Re f)(w)| de)’ 
Mee sp a 


<2(6 | pis+aB,) If o=Col f ly. 
那么 ,再 利用 Minkowski 不 等 式 以 及 (2.3) 和 (2.4), 我 们 就 得 到 


(2.5) (| p lop in Pa flat) Q(t’) di f J vy 


oad oh 


<o (|,  |QC’) | dt’) Flo Aol fle. 
这 样 ， 我 们 再 应 用 第 一 章 定理 3.12 就 对 具 奇 核 的 奇异 积分 
算 子 得 到 下 述 存在 性 和 有 界 性 定理 . 
定理 2.6 如 果 fEL?(E,), 1<p<oo, H 
(Hf) a) lim | ,fo OK Oat 


õa lil >e. 
对 几乎 一 切 z€ En, 存在， 而且， fie ARB p RARA EK 
依赖 于 f 的 常数 c=c(p, n), Wi 
LEF! self lp. 
由 M. Riesz ¢ RARMNATRE—-PREWAA BBW A 
异 积分 算 子 类 ， 在 m 维 情形 时 ， 它 们 就 是 ”个 奇异 积分 算 子 Ru, 
Rs, very R,, 分 别 以 核 
| Rye) ~0,(a5/|0|") = en (@s/ [o| 
来 定义 , 其 中 
D= (t, va, t, nE My, J=1, 2, +, n, 
0, = LE E(n+1)/2] 


gp fb) /2 


( 当 % 一时， 我 们 仅 得 到 一 个 变换 ， A Hilbers 变换 )。 依 第 四 章 
. 239. 


定理 4,5 知道 ,每 个 这 种 核 引 出 一 个 缓 变 广义 函数 ,其 Fourier 变 
Hh FE BE BE 


RD) = i, t= (ty, to, «+, te). 


FEN p TEM St REM Kre) (0) = -i0 [tO (参看 第 一 
章 定理 3.18)， 故 根据 定理 2.6, 对 任 -- JELE), 几乎 处 外 有 


(2.7) BAO = te FO. 

此 外 ,因为 Ref 也 必 属 于 LC), 所 以 我 们 有 
(Rif) 

因此 , MHS EL (En), 

(2.8) (S Rif) @=--FO, 

从 而 推 得 

(2.9) Š R= 1. 


这 里 ,了 是 恒 等 算 子 ( 在 了 (28,) b,1<p<o), 
从 等 式 (2.7) 和 了 Plancherel 定理 ， 还 可 推出 Riesz 变换 的 下 
述 “ 西 “特征 : 


(2.10) > 


§ 3 其 有 侦 核 的 奇异 积分 算 子 


现在 我 们 来 研究 与 形 如 (1.7) 式 的 核 相关 的 奇异 积分 算 子 ,其 
中 的 满足 | Q(t )av 一 0， 且 是 零 阶 齐 次 函数 ， 并 在 Za EA 
F. RIE RN | 
ayy) = 2 -0 ANA) 
~ QP) 42), 
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Pp O° 和 8% 是 8 的 奇 部 和 偶 部 ,这 时 我 们 把 定理 2.6 应 用 到 

j OP) t 相关 的 算 子 上 ,就 可以 断言 ， BATE L?( Ba) 有 
界 地 映 入 自身 .但 是 , 在 本 章 第 1 节 末 尾 我 们 曾经 痰 到 ,为 了 使 得 
SRK) 一 Q(t)/ 1tl” 相 关 的 算 于 有 同样 的 结论 ， 我 们 需要 对 Q 
假设 更 多 的 条 件 ， 我 们 将 要 证 明 , 当 


Jaj=([ laei) <o, 
时 , 与 核 Ka) =Q(t)/|t|" 相关 的 算 子 把 L En 1<p<o) RS 
地 上 映 入 自身 ， 更 确切 地 说 ,我 们 将 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 3.1 设 是 一 个 形 如 () = 人 8202)/1tl* 的 核 ,其 中 
lol= (| 1 人) edt’) <o, l Q(t’) dt’ =0, 
且 吕 是 零 阶 齐 次 函数 ， 那 么 , 对 于 每 个 <E 五 ,和 测试 函数 PES, 
| ge“ DK Odi OP 
FETE, db, 4 1<p<ico 时 , 存在 一 个 只 依赖 于 p 和 维 数 % 的 常 
数 6=clp, 7n) ,使 得 对 一 切 测试 中 数 9, 有 
[Kxp|,<clply. 
条 件 121< co BAHAR O° 有 同样 性 质 成 立 , FARING 
经 知道 ,对 于 (更 一 般 的 ) 奇 核 , 上 述 定理 成 立 , 所 以 可 以 假定 Q E 
BK. 我 们 先 把 证 明 这 个 定理 的 思路 简 述 如 下 .， € TÆSK 
相关 的 奇异 积分 算 子 ,我 们 把 它 和 Riesz 变换 ROSIS 复合 起 
来 ,并 证 明 RW 是 一 个 具有 上 节 所 研究 过 的 那 种 奇 核 的 奇异 积分 
算 子 ,于 是 存在 一 个 常数 oo, 使 RT| alol peT 成 
立 ， 因 而 , KEM 2.6, 有 
ECRAT Pp NS bs: RT pl boul 0] 5, 
然而 , LO. 9) 我 们 知道 


Tob |È rro | <SIRREO 


Sb Gp Pip= Cj P |p. 


本 节余 下 的 部 分 将 用 来 使 这 一 结论 精确 化 .其 证 明 过 程 中 所 
需 的 - 些 结果 已 经 在 第 四 章 第 土 节 中 盖 明 过 .极限 


lim af plat) K (Hdt 


的 存在 性 已 经 在 第 四 章 定 理 4. 7 前 面 证 明 过 了 . 按照 定理 4.7, K 
的 Fourier 变换 , 作为 主 值 广义 西数 , 是 一 个 零 阶 齐 次 函数 ， 于 是 
存在 定义 在 Daa ER Qo, 1E K (2) =Q) = Qo(a/|x}), v#O, 
而 且 ,如 果 O= SV BO tS, 上 的 球 调和 展开 (Fw FB A Bt 
球 调和 函数 , 级 数 是 按 DL? (Da_1) 范 数 收敛 ), 则 Qo 有 展开 式 
Q= SYP, 
Hb YP=>7Y, H 
-—K 9/2 7 (kK/2) —(n/2 
3. 2) Yn oe m” Titi 0 (n/ an 
AE Hs DBE HEE 4.12 知 , 函数 Qo 在 Dns 上 连续 ， 因而 有 界 
而 函数 K 也 有 界 ， 所 以 , 依 第 -- 章 定理 3.18, HH T= Kept 
BA pe S RALE) OFT HE 
|V'pla=|K*pia<|K l-lel, 
Ax Es hz t#0, (Tp) (t) = K HOHA =Oo(t/lt|) GO. 
Hy To 属于 DH, ), 所 以 Tp 的 Riess 变换 RL 就 有 意义 
CR ce BB 2.6) 并 属于 DCH), E ERRO. T), 我 们 有 


(3.3) = (Rip) (t) = a Tp) (t) 


= -i a(r)? (t), 
设 wot’) = ~ 24,20), HPV = i, te, HE 2 1， 考虑 在 En 
HiO 处 之 值 为 wu 人 tj) 的 丽 数 ， 我 们 现在 来 证 明 , 这 个 函数 是 
出 第 2 节 中 讨论 过 的 那 种 奇 核 所 定义 的 主 值 广义 函数 的 Fourier 
变换 .为 此 , 我 们 需要 利用 下 面 的 结论 . 
© 8) 06 的 连续 性 是 作为 第 四 章 定理 4.11 中 所 得 表达 式 的 推论 而 得 到 的 。 
.242 ， 


en 


5183.4 HY”, >>1, 是 阶 球 调和 函数 ,j 是 满足 Ts 和 
n 的 一 个 整数 . 那么 , 存在 一 1 阶 和 十 1 RRR WO A 
WAD, 使 对 一 切 t= (t4, to, “ee, tn) € aint, 有 

HYPA) = WERP AWD ot), 

证 明 根据 第 四 章 推 论 2.3 和 2.4 知 ， 我 们 只 需 证 明 当 WP 
是 1 关 h 一 1, b+1 BRB AK Rost, 1， LY” 了 ol0 $ 
PP 和 Q@® 是 相应 的 球体 调和 函数 , 且 设 ue) =2,P (a), v(x) = 
Q(x), HA, 4os0 H 

(4u) (2) =a; CAPE) (x) i 2 (@) =2 areas 

于 是 ， 按照 Green JEH, 有 
(3.5) -中 QC OP (a) da 


J fala 


-人 [u (w) (de) (a) — v(a) (du) (0) Jd 

=f [ww) SEa oE Ca) jd, 
但 是 OP /On, E k—1 BRUT A BB PY Tb t, (3.5) 
中 的 第 一 个 积分 必定 是 0， 如果 我 们 记 2 一 rt, 其 中 *= |z|, 则 

OW (s) =- yi WV © (t), 
B 7 (OQ /An) (a) = (8/0r) (CWP) 
= tH (t) = Iwo (t) 

EQO E ARR Dai dhE RTT A SSL, MA ule) = 
rE Y OCE) ASYE h (Ou/On) A) = (% 十 Y(t)， 因 而 , 24 1A 
一 1 时 ,有 


o= f. LY (QW Gdi- EDÍ, (DOD 
所 以 我 们 可 以 断言 , HALAL, 则 
| iY? a)W 4)dt=0, 
引 理 得 证 ，】 
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由 本 假定 了 2 属于 (3,1), WRR O WRM H BR Me 
{Fo} 必 定 满足 SLOP = 12 <o, RRR., 我 们 有 


8 SHY P P= Dim. 


BL Dh yi 是 限制 在 Daa LE wo 的 球 调和 展开 (因为 we 是 一 个 奇 
函数 和 -一 个 偶 函 数 的 乘积 , 所 以 它 是 奇 的 ， 于 是 | wo=0， 且 w 


的 展开 Sy 不 包含 零 阶 调和 函数 ), 从 引 理 3.4 和 不 等 式 (3.6) 
”立刻 可 得 

Sly ho. 
由 第 四 章 定理 4.7 可 知 ，wo 是 一 个 形 如 (2) = ola) lal E 
值 广义 函数 的 Fourier 变换 , 其 中 wE (Sna), 满足 

| ws) de’ =0. 
实际 上 , 这 最 后 的 等 式 是 为 奇 函数 的 推论 ( 因 v/ 的 Fourier 变换 
是 奇 函 数 )， 于 是 由 定理 2.6 推出 , 当 工 <-D< oo 时 ,存在 一 个 不 依 

于 gE 的 常数 4s, 使 得 

| Jep| < Aslpls. 
此 外 ， 由 于 YE 万)， 堵 么 利用 第 一 章 定理 3.18， 我 们 就 可 
Bik, (Sp) (t) = i t/t) Qo(t/|t|) 6), RHF Tepe 
LB), 1<p<0o, RAT AL LFA UC NEFA EH 2.6, 而 得 到 


[Re IJnp)](@)=lim| (Tsp) @~ 1) K de 


对 几乎 每 个 zxE 已 FE, E 

(3.7) [Re (Tap) | <Bololls, 

其 中 B, 与 9 无 关 . 特别 因为 Tp ELEn), RM S 中 的 函数 
来 逼近 Jxp, 再 利用 第 一 章 定理 3.18, 就 得 出 


~ . A f A, 
[R;* J xp) | (一 一 2o( Fl yet), 
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因此 ， 
È Reo) O- -3 a(i) 
一 一 Qo (re t) = —(K*p)"(@), 
这 就 表明 DI Rye (Tap) = — Kp, 并 由 (3.7) 知 
|K rpl <È] Rp) |y<nBy| oly, 
于 是 , 取 常 数 6=e(p, n)=nBp, 定理 3.1 得 证 ] 


§4 kanth HA 空间 


在 第 三 章 第 工 节 近 末尾 部 份 , 我 们 引入 了 由 某 些 向 量 伪 务 数 
F(@, y)= (a, y), t, Umalo Y)) 
组 成 的 空 SJB), 这 些 向 量 值 函 数 定义 在 (2,， y) & Ba 上 ， 其 中 ere 
1, 2, +, n+1) 9H ES = BH ie fh 33 Te A (16) AAR EK 


(4.8) | DACP y) |*daxA<oo, 对 一 切 y>0, 
当 p>1 时 ,边界 什 im w(z, y) 一 w(z，0) 的 存在 性 (不 论 是 几乎 


处 处 还 是 依 范 数 ) 是 第 一 章 定理 2.5 和 3 16 的 直接 推论 ， 且 这 个 
存在 性 只 依赖 寺 条 件 (4.1)， 实 际 上 ， 定 理 3.16 保证 了 非 切 向 边 
界 值 几乎 处 处 存在 .而且 我 们 还 可 以 利用 定理 2.5 之 (8), 3 p= 
工 的 情形 证 明 这 一 点 . 但 是 如 果 我 们 只 假定 调和 函数 满足 条 件 
(4.1) 而 不 满足 方程 组 (1.6)， 则 依 范 数 收敛 性 就 可 能 不 成 立 ， 例 
如 ， 若 一 个 调和 函数 wz，9) =w (e, y) 是 Dirac- 测度 u (BS 
O$ ACH, 时 ,ww (4A)=0; 当 0€ AM, ( A) =1) Poisson-Stiel tjes 
积分 , WA, uw, y) MH Poisson 核 
7 =o, —— 4 ae 
P(e, y) "Ta É 十 yf) Ord? ’ 


并 因而 只 要 moz#0， 当 (æ, y) 非 切 向 趋 于 Go, OF “mE Ee 时 ， 
via, y) REF 0， 但 另 一 方面 却 有 


lim | luca, yy ule, O |da = lim | P(w, ydw= 4. 
y -0 FE, pow JE, 


当 n= 了 时 , 这 种 情况 说 明了 调和 函数 和 解析 函数 在 边界 值 性 
质 方面 的 一 个 重要 区 别 . ong BS ay FI Us 是 Es 上 满足 (4. 1) 的 解析 
RSI, 那么 , 只 要 p>0, 也 说 的 边界 值 就 存在 (这 正 
是 第 三 章 定理 5.1 中 n=1 的 情形 ). 由 于 函数 :4 和 和 忆 与 Cauchy- 
Riemann 方程 相关 联 , 这 就 使 我 们 能 够 对 更 大 范围 的 指标 p 得 到 
边界 值 的 存在 性 ， 第 三 章 的 方程 (1.6) 可 能 是 Cauchy-Riemann 
方程 的 最 直接 的 推 六 这些 调和 函数 系 所 具有 的 基本 性 质 是 ,看 
在 某 些 指标 p<, E Gu? [ua]? tee Un A 是 次 调和 的 
(参看 下 面 的 定理 4.14\:, 这 就 推广 了 以 二 事实: 当 了 了 是 单 复 变量 
解析 函数 时 ，log | 了 | 是 次 调和 的 (参看 第 二 章 84 例 3)， 下 面 的 
AULT Inti ASHE STR E 

定理 4.2 (BE tty, t,o, 你 是 Bia 上 的 实 值 调和 函数 , 使 
得 存在 一 个 正 的 po< 工 有 | ae 

_ TOER EREET a 

MAH. AFEC un, O, HETO HISO AEA 
PZ Po, RARA DR, BA, 当 ( VAERT @, 0) 时 。 极 
限 ， | | 
(4. 3 C i ila, 0)= wlim a wlw, y) 


MIFA aC Fn fete, MANEH ee 
ad “i Pe, y) -Fe 0) |e ae 


i 


1j ， 四 E 

poa pa nti, ua y) 一 Tulas 0))? y OO ; þ 
y> E 

4 i ” 


f, ist, y) Vda | |F (a, y) |P des A <c, 


SUA &, 是 次 调 积 的 所 以 我 们 从 第 二 章 定 理 4.6 知道 , 8。 有 一 个 最 
小 调和 控制 函数 m, 它 是 一 个 函数 EIA(CB,) BY Poisson 积分 ,于 
-a0 e. 


证 明 - "Eg p/p ETDE, BA -一切 w>0, 有 。 


4 


V 


是 按照 第 一 章 定理 3.16, m 在 的 几乎 每 个 点 处 有 非 切 向 极限 . 
LAm, mR s 必 在 HPL ab AE i HR, H |%%| 
<sVYo j=1, 2, -y k, 也 在 En 中 几乎 处 处 非 切 向 有 界 ， 那么 ,我 
们 应 用 第 二 章 定理 3.19, 就 得 到 非 切 向 极限 (4.3) 的 存在 性 . 从 这 
些 极限 的 存在 性 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 ( 因 m 和 了 了 都 被 FS 
Hardy-Littlowood 极 大 函数 控制 ,而 这 个 极 大 函数 属于 G2,))， 
便 可 推出 依 范 收 仑 性 (4.4) (BAR TER 3. 10 和 3. D- 证 再 
证 毕 ，】 
当 2 一 约 ， 因 和 而 :一 工 时 ， 我 们 仍然 有 s 的 最 小 调和 控制 函数 

m, 但 是 我 们 只 能 断定 既是 En 上 一 个 有 限 Borel 测度 的 Poisson- 
Stieltjes 积分 (人 参看 第 二 章 定 理 4.6 的 最 后 部 份 )、 因而 我 们 不 能 
象 赴 面 那样 应 用 控制 收敛 定理 而 从 非 切 向 极限 (4.3) 的 存盘 性 得 
到 (4. 甸 的 收 合 性， 但 另 一 方面 ,这些 非 切 向 极限 确实 几乎 处 处 存 
在 ， 因为 该 Poisson-Stieltjes 积分 m 有 这 种 极限 2 于 是 8 a 
定 非 切 向 有 界 ， i _ 

| SS RATE, RE Fi k 个 分 量 相互 有 联系 号 使 得 
存在 p<, 有 s= |F| 是 次 调和 的 , MA LBs Aye A? 2s ee 
论 的 一 个 有 意义 的 推广 ， 我们 已 经 知道 , 当 n=2=k wf, eH 
DEWE Cauchy-Riemann 方程 ， 则 对 一 切 p>0, |F AKR 
和 的 (实际 上 ， log |F| 是 次 调和 的 )， 因 此 ， 我 们 自然 会 考 丰 一 企 
DE BOA ee 阶 线性 偏 微分 方程 组 , EATER P= (wz 

Ua, …, Wx) 是 调和 的 ,并 且 具 有 这 种 次 调和 性 质 ， 现 在 , 任 一 这 种 
入伍 分 方程 组 痢 能 写成 


aD Ba geno 
的 形式 ， 其 中 A, JA 1x b BPM BENE, 27/84; 是 以 andes å i=1, 


E TER hh RARE Occ 1 Poison- Stieltjes BUS, It ELSA BAR 
Mp (8) sop (1 iSe) | u), 
则 易 验 证 ， 把 第 二 章 $3 的 论证 做 适当 修改 后 , 可 以 用 来 证 明 ms LP 
gdt. 
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fey 5) EA BU) FAR”, 
| 如 果 这 个 方程 组 的 每 个 解 F = (h, Ua, e, WRR Ui; 
6=1,2,--,b 都 是 调和 的 ,我 们 就 称 这 个 方程 组 为 广义 Cauchy- 
Riemann #248 (GOR), «ERUPT “PH e A e 
BAR PAVE, 4 n=2=k=1 h, HAARA 
线性 变换 ， 就 可 以 化 为 通常 的 Cauchy-Riemann 方程 组 . 不 过 在 
译 明 它 之 前 ,我 们 完 进行 一 些 更 一 般 的 考察 . 
我 们 称 方程 组 (4.5) 是 椭圆 型 的 , 如 果 对 一 个 £ 维 ( 列 》 向 最 v 
tn TRA A= (Ag, Aa, ot, An), (EG VA HOM A 


a. 6) 5 SiMe, ae 
REST, 每 个 GOR 方程 组 都 是 椭圆 型 的， 如 若 不 然 ， 就 可 以 找 
到 非 党 和 和 使 (4.6) 成 立 ， 但 这 时 Fo) = tom 加 xm 训 


是 (4.5) 的 一 个 非 调和 解 ， 因 此 , (4.5) 不 可 能 是 GOR 方程 组 . 
-六 如 果 所 考虑 的 方程 组 是 椭圆 型 的 ,并且 AAO, ari 从 
ARRAST 维 欧 氏 空间 的 映射 2-> (ia tds) "一 定 是 一 ~ 的 
CoE, 就 会 有 一 个 非 零 向 量 % 了 映射 成 零 向 量 , 3k AB) 
所 以 fh. BA BAI, 而 在 4A AY, = 0, 我们 就 会 看 到 ， 每 个 
WPA, j=1, 2, m Re 一 个 一 一 映射 RAM Ty, 这 
si p — a AT A, Wb, 若 mn 二 2 一 ， 则 方程 组 (4.5) 颖 情 于 
“FRY ES, | | Oo 
(4.7) OF OF _ 


RP, A Fe AS ag E E CSNY 我 们 可 以 将 (4 mM 


i 
5 当 我 们 首先 引入 满足 a(i. 6) ay F BJ ,我 们 曾 假定 它 是 - Aati PER (a, a, 
ry Bay P AER RK, ORR y>O, HA w= (O41; La, ++, On) 被 当 作 En HAG. On 
“RED 所 示 ， 变量 y ERRER, 显然 它 对 推广 HP 空间 的 概念 是 必 
ny. 男 一 方面 ，| 交 |> 对 革 2>0 是 次 调和 的 这 一 人 性质 并 不 涉及 这 一 特殊 变 
景 , 正 因 和 如 此 , 我 们 在 En 中 的 一 个 定义 域 上 来 引进 这 些 函 数组 ， 而 对 这 些 变 
ETHERS., 


at ‘248 ° 


外 


Ai!)， 我 们 现在 假定 (4.7) 是 GCR 方程 组 , 那么, 从 任 一 解 了 的 
调和 性 可 知 ， 
(4.8) (A+A!) 


5 5 一 
但 是 ， 任意 给 定 一 个 二 维 向 量 5， 总 存在 (4.7) 的 一 个 解 ， 使 
OF /3xðr=b, XERE, F (21, 8a) = 2r18b 一 (wi40 十 A475) 就 是 
这 样 一 个 解 .又 因 它 必 满 足 (4.8), 我 们 就 可 断定 A+ APO, 或 等 
价 地 4 ”= 一 T. 这 就 得 知 4 一 定形 如 
a b\ 

i — a)’ 

其 中 心 十 bc 一 1, 由 这 最 后 的 等 式 可 推出 be<0, WAER 


e-( <) 


aao [0 -1 
Q-14Q 和 中 
因此 , 如 果 我 们 定义 Y 


gjera) 
Va Ug 


那么 方程 (4.7) 就 等 价 于 


eG 10 —1\ ag OF 7 _ 
OX1 [9 32 一 ‘Ser ant A 2 |-°. 


而 这 就 是 对 w Al vo 的 古典 的 Cauohy—Riemann 方程 . 

现在 我 们 引进 一 个 与 任 一 固定 的 广义 Qauchy-Riemann 方 程 
组 相关 联 的 函数 空间 ， 车 2>0, H F= (w, Ua, e, Ww) 是 这 个 方 
程 组 在 区 域 Ait 中 的 解 , 则 当 存 在 A<oo, 使 得 对 任何 Y>0, 有 


fa | F(x, y) |” dæ 


A E SE E 


-Í, (ulw, y) |? +t [lw I)? dax<A 
时 , 我 们 就 说 了 了 属于 A(n). 基于 前 面 的 分 析 , 空间 H Eia) 
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ATE T EEFE RA A? 空间 . 下面 的 结果 连同 
定理 4.2 表明 , 这 个 定义 使 我 们 能 够 对 指标 2< 工 来 建立 这 些 空 间 
KIRA ELEWE. 

定理 入.9 G Fr YX Cauchv-Riemann 方程 组 


OF 
wr, oF .0 
oF J Ox} - 


的 解 . 则 当 p>2- (1/a) 时 ， Ff |)? Seva AY, 其 中 心 是 一 个 只 
依赖 于 矩阵 Ag, oe, An 的 小 于 工 的 正 数 . 

证 明 依 第 一 章 定理 4 4, 我 们 只 需 证 明 , s= | 了 |? 在 了 的 定 
SUM TH s(s)>0 之 一 切 z 的 集合 上 ， 有 非 负 的 Leplae 算 子 运 
A. 由 于 也 有 调和 分 晤 ,所 以 在 zz 的 这 个 集合 上 ,有 


ds=p| Pla{(p-2)| Fl DFE) 
+P sl}, 
其 中 , P,-OF Om, Fe Fy diu(Ou/ae,), WA, 条 件 s> 就 
等 价 于 
(4.10) > (F.F; 


现在 我 们 断言 , 存在 一 个 只 依赖 于 As, …，4 的 正 数 a<1, WE 


(4.11) 7 max Su? va D Ka > ba |2， 
Herp uP, =, uw 是 nn 个 上 重 数组 , 且 满 足 
(4.12) Au? =0. 


这 样 就 能 推出 (4.10), 为 了 证 明 我 们 的 断言 ， 显 然 可 以 假定 
Si lw? [21 如 果 不 存 在 w<l ELDR, 则 根据 紧 致 性 , 必 
存在 v, w?, ++, WOE (4.12), 同时 |%|?==1= $ ju? 有 
Su? 0), 但 是 根据 Cauchy-Schwarz KER, 有 


6) 在 推导 (4.10) 时 ,我 们 假定 2<2。 因 为 pe2y,ds>0 是 显然 的 。 
e 250 b 


. > (Uu? ey)? <u” 121 [P= Su” | 2 一 工 
=i j= j= 


Heel (u-v)? uP lo], REIDH UP)? Jullo, j=1, 
2, n, WA, 按 Cauchy-Schwarz 不 等 式 之 等 号 成 立 的 条 件 ， 定 
H A= (hay ay …， 2 和 n)， 使 w9 一 yo， 但 这 与 椭圆 型 条 件 (4.6) 巴 
盾 , 因为 此 时 我 们 会 有 


FJA = Aee tA) =o] 于 是 得 知 ， 这 样 的 a 是 存在 
的 ， 定理 得 证 ，】 

显然 ， 使 定理 4.9 成 立 的 最 小 数 a 依赖 于 F 所 满足 的 GOR 
方程 组 ， 在 许多 重要 的 情形 中 , 这 个 数 是 能 够 计算 出 来 的 ， 例 如 ; 
我 们 考虑 第 三 章 引入 的 M. Riesz 偏 微分 方程 组 


OU: 
Sa + att + Sen 
(4.13) On n 
i — j — 
On; On 4 2, I Í, 2, 2? n, 


(参看 第 三 章 (1.6)), 这 时 ,a= (n 一 1)/n. 更 确切 地 说 ,我 们 给 出 下 
述 结果 : 
定理 4&.14 # F= (wi,vs,…', un) M. Riesz FEA (4.13) 
的 一 个 解 , 则 对 p> (n—-2)/m—-l), |F| 是 次 调和 的 .而 且 , F 
在 这 样 的 解 FP, iP |? 在 0<2< 一 2)/ (nw 一 1) 时 不 是 次 调 积 
的 . Ea 
证 明 从 定理 4.9 的 证 明 看 出 ,只 要 2 = (un, Ua, t, Un), 


7 一 工 ， 2, ere Nh, 是 满足 之 Uy =O 利 Wig = Uy (4, j=, 2, oe) n) 的 To 


重 数组 ， 我 们 就 只 需 找 到 满足 (4.I1) 的 最 小 数 w“ 即 可 . BS M 
表示 以 uy 为 系数 的 nxn 矩阵 , 那么 前 面 的 这 些 关 于 ww 的 条 件 等 
NFA 是 对 称 的 , 其 迹 为 0。 于 是 不 等 式 (4.11) 可 以 写成 
(4.15) max WAI 4, 
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h, IW = ($ uh) Ye HH) Hilbert-Schmidt 范 数 . F 


mR, (4.15) 的 左 端 是 一 个 B,。 上 的 算 子 范 数 的 平方 , 这 个 算 子 把 % 
有 里 成 MUw， 而 我 们 从 初等 线性 代数 知识 知道 , A Ad, Aa, …， 为 是 
AM 的 特征 根 ( 必 然 都 是 实数 ,因为 UV 是 对 称 的 ), 那么 此 算 子 范 数 
是 上 -A =max{|Ar], [Aale [An] j HM = ALTAR +e FAR? 
因为 迹 .YV 一 0, 所 以 和 十 je 十 … 十 和 天 0， 从 而 ,如果 不 妨 设 | 和 | = 
max{|al, [Aal e Ant RIES 


| = [Ay |? = | — Biel *< -DEN | 
在 这 不 等 式 两 端 各 加 (一 了 ) 15/7, 我 们 得 到 
nA =| Ay [RPS n- N= (DIM, 


并 且 导 出 (4.15)， 其 中 之 a 为 (mn 一 1)/n。， 这 样 我 们 根据 定理 4.9 
就 可 以 断定 ， 当 了 了 是 M. Riesz 方程 组 的 一 个 解 时 ， | 了 |? 对 p> 
2 一 (1/@) 一 (mn 一 2)/ (mn 一 了 是 次 调和 的 . 

为 了 说 明 | 了 1? 一 般 对 于 小 于 (%w 一 2)/(n 一 1) AHR pA 
调和 的 , 我们 令 也 是 函数 的 梯度 , 而 =|s|*"/ (3 一)， 经 过 简 
单 计算 表明 ， a 
(4.16) A(|F*)=A(|va|*) 

=p(n—1){p(n—1) — (n—2)}|s|79-, 
ATi 24 p< (n—2)/(n—De, ACF |) <0, MURRE RE 
4.4, HA -|F| E E. {0 PEKKA. 于 是 -|F| 满足 
第 二 章 的 平均 值 不 等 式 (4.2)， 假如 | 了 i? 也 是 次 调和 的 ,就 也 要 
满足 这 个 平均 值 不 等 式 , 那么 它 必 具有 平均 值 性 质 . 再 由 第 二 章 
定理 (1.7), |F|’ 就 是 调和 的 了 . 而 根据 (4.16)， 它 对 这 样 的 了 显 
然 不 能 是 调和 的 . 】 

我 们 可 以 用 下 面 的 办 法 得 到 更 大 -类 满足 ML Riesz 方程 组 
(4. 18) RARR, BS RT IAB), 1<p2o, A 
Poisson 积分 | a 


ula, y) =o, | FO 一 - di 


: 


Tears 
和 卷 积 ule, y) -efn PO qain dt, 
其 中 cE H,, y>0, 经 计算 各 有 epee, 我 们 容易 验证 , F= 
(u, VY) = (u, Vi, Va, very Vn) FE GE MAE Ht 1 的 M. Riesz 方程 组 的 
解 . 4a=1it, v=o 就 是 我 们 原先 用 来 定义 了 的 Hilbert 变换 
了 的 函数 ( 见 § 1)， 经 过 对 % 和 了 的 讨论 , 容易 得 到 它们 的 某 些 基 
本 性 质 : 一 w+ 名 在 于 上 解析 , 县 sup| |F (e+) |*da<eo, 


因而 了 了 EH? 了 U). 因 此 ,f+if 是 玉 的 几乎 处 处 非 切 向 极限 ,也 是 
FRR L? 范 数 的 极限 ( 即 ， 


Limf __ lula, y) +iv(@, y)—f(a)—sF(w) |?do=0), 


这 些 性 质 和 第 1 PPE aR, WAWE Bl nE, 并 且 按 
这 一 意义 ， 我 们 可 以 在 各 种 奇异 积分 算 子 中 , WM. Riesz 变换 当 
作 是 Hilbert 变换 的 最 自然 的 推广 。 现在 ， 就 以 说 明 如 何 将 它 推 
广 到 多 维 情形 来 作为 本 节 的 结尾 . 

E417 g fEL(E,),1<p<%,f;=R,f (j=1, 2, 
n) 是 了 的 M. Riesz 变换 ,wu(z, y) 是 有 的 Poisson 积分 v(a, 9 
是 上 了 与 核 co (EP HyS 的 卷 和 ， 那 么 ， 

Ci) RA F= (u, 1, +, 0n) CAH); 


vs t 
(ii) | f(@-t) TPF CESSE dt 


(Hi) Æ f fy Lebesgue 集 的 每 个 点 上 , A 
i — E) 
lim (f, fe t) (|t|? 82) rhea a“ 
t; _ 
-J Jæ- t -ea di} 0, 


Gv) (| teplo, y) Pde) <A, Seth A EAR 


依赖 于 维 数 ”和 指标 2 的 常数 

证 明 所 有 这 些 结论 ， 或 是 我 们 已 经 证 明 过 的 定理 的 直接 推 
论 , 或 是 把 相应 的 一 维 情形 的 证 明 做 些 显而易见 的 修改 , 就 可 ,以 得 
2), 例如 ， 为 证 了 明 (ii)， 我 们 可 以 基本 上 使 用 引 理工 .2 的 证 明 方 
法 ,只 是 不 用 函数 .3) 而 代 之 以 


OO 

p(t) = fay le 当 [i] >l; 
t; 

= |<, 


(1+ Gana 
并 且 , 对 e>0, p.(t)—e (t's), P, (9) 的 括 导 中 的 表 法 式 
就 简化 成 | fe—De.dt, 又 


l _ H ws . 

- e 局 数 ， lol <1, 

推出 pa) € (如 ,)， 这 就 使 我 们 能 够 应 用 第 一 章 定理 1.25, iti 

得 到 

tim (flop (0) | plato, 

Gi aE, 
4 e>0 时 ,我 们 断言 ,对 (%, y) CHA 

O19) UT 


E,, (|a—t|*#+y") (nbd) /学 (E|? et) ern? 


这 是 对 u, y) “TS aa Y=Y, Y1 二 8， 直 接应 用 第 二 
章 引 理 2.7 的 结果 . 
现在 , 从 (4.18) 立刻 得 到 ,应 数 


dt, 


= y 
O Oe Ta pF pA 


„i 


Ba A E ROUS aS 


T 


3 


z ERR I ERER ae EA IEA i E E A OA ie -EE i boaa 


( 即 Poisson 核 ) 的 第 j 个 M. Riesz 变换 是 第 jAy Poisson 核 
_ Dj _ 
i QLP (a) == Cn (e Fy orn 
这 时 由 于 等 式 两 端的 Fourier 变换 是 函数 
— ġe 21814 fF (x) 站 ,TE En, 
从 而 容易 得 出 性 质 (ii) ( 见 第 一 章 定理 1.14 和 本 章 (2.7))， 性 质 


OWE MFZ ZEREA (2.2) 以 及 定理 2.6 的 推论 。 从 定理 


2.6 和 等 式 (以 及 第 二 章 定理 3.10 和 3.7, 我 们 就 得 到 \iv)。 】 


$ 5 进一步 的 结果 
5.1 在 古典 的 Fourier 级 数理 论 中 , 类 似 于 Hilbert ve 


BAMA fe CC; |z|=1} LAA fA BR, 如 同 Hilbert Æ 


oR, f MS Fe, BA A 
用 纯 实 变 方 法 定义 ， 如 果 我 们 把 了 看 作 变 基 OCIO, 2) BSA 
TRER HF 
gin 6 i 
ca QCr, 9) = + 二 一 5. cos O-+-y?’ 0<r<1, a 
wee Poisson 核 ， 那么 wae | 
v(e)=a(re®)= | FO- Pad 
便 是 Poisson. 积分 
u(e)=u(re®)=("_ FO0—$ P(r, pap 


-f fO- DT aor r’? z dġ | 
WITH MR. WRAL, FPe)-u@+i@) ERY we 


各 EC，|z| <1} 内 解析 ， 我 们 在 第 五 章 引 理 2.6 的 证 明 中 做 一 些 


简单 的 变动 , 就 能 证 明 , 对 几乎 一 切 [0, 2w] 中 之 9, 当 2 非 切 向 趋 
于 边界 点 e” m, FO) 趋 主 一 个 极限 ( 详 见 Zygmund [1], Ch. 
VID, 所 以 了 的 虚 部 也 一 定 儿 乎 处 处 有 非 切 向 边界 什 . 取 此 边 舞 

.255 . 


RARR f RE S REA. BY f° 几乎 处 处 由 下 式 定义 为 
fr(O)=lim|" f(O-b)QCr, pag. 


对 引 理 1.2 的 证 明 进行 简单 修改 后 看 出 ， 产 还 可 以 几乎 处 处 
由 下 式 定义 为 | | 


FO) = im im f a $9 -$I cosd 了 dg, 


mR fC LO, 2m) ,并 且 它 的 Fourier 级 数 是 È ce ， He% 
羽 于 第 五 章 (2.7) 的 证 明 , 我 们 可 推 知 , 产 也 属于 LO, Wn), 它 的 
Fourier 级 数 是 S) (—ssgn 肋 ouem， 因 而 | 产 |s< ly。 这 样 我 


们 就 希望 对 共 斩 函 数 能 成 立 一 个 类 似 于 第 五 章 2 .11) 的 不 等 式 . 
事实 上 ， 可 以 证 明 缺 射 fof 是 弱 (1, 1) 型 的 ， 那 么 借助 于 
Mareinkiewioz 插值 定理 ， 我 们 可 得 ， 对 1<2< coco， 有 If les 
Aglfle, SE A, RET p RRT SELO, 20), 又 根据 第 
二 章 定 理 3.15, 我 们 只 需 证 明 这 个 映射 是 限制 弱 (1, 1) eT, 
而 这 很 容易 用 下 述 办 法 实现 : 

令 如 是 [0，2m] 的 可 测 子 集 ， 和 是 它 的 特征 函数 ， 车 w(2) 
和 olz) 表示 xs 的 Poisson #14} MIER Poisson 积分 ， 则 函 数 
F(a) =vw(e) tiol) 在 |z| <1 上 是 解析 的 . 于 是 对 每 个 实数 v, 
exp{yF(2)} 就 在 |z| <1 解析 , 且 根据 平均 值 定理 知 , 对 于 0<r< 
1,4 

enti = |” oxp {yF (re) 308, 
4 r AT 1, HA Lebesgue 控制 收敛 定理 便 得 
O Eh PP WOH ONA 
对 一 切实 数 % 成 立 ， 设 E= [0, 2m] 一 如, 我们 可 把 上 述 等 式 写成 
aUe È exp {iyxs(0)}a0+ | oxp {iyxs (0)}db. 

AE SR DI EE, IEF 一 y R y, 则 得 
“256 。 


Qe VBI /20 mgY | exp {iyxs (0)}a0 
十 | exp Cixi (8)}a8 


对 所 有 实数 9 成 立 ， 于 是 我 们 就 可 以 求解 | oxp {iyx% (9)} 40 和 
exp {ivxs (0)} do, 并 且 看 出 exp fives (0)} dO RRIF y 


和 | 召 |. 如 果 令 n(s) = |{9€ [0, 20], te (0)>s}|, »(s) = |{0€ 
[0, 20], x%(0)<s}|, 那么 ,积分 


in evsdm(s) 和 | evs dy (8S) 


By AE ZERE 因为 测度 是 由 它们 的 Fourier 变换 完全 确 
ER, Bn Ay 只 依赖 于 | 恕 |， 又 因 入 Gs) = |{6. | x& (8) >s>0}| 
一 n(s) +o (~s), Bx 的 分 布 函 数 入 (参看 第 五 章 $ 2) FR 

于 | 如 |. 车 设 x BEAL, |KO ERA, WIR 灼 及 
其 分 布 函数 都 特别 便于 计算 , 我 们 得 到 


702 _— Sinh (ors) +4 sin ( | 如 | /2) 


sinh (as) —¢sin( | #|/2)° 

GET si 3p Hy FE A om i YH SCL, DÆ, | 

5.2 i HC(—oo, oo) BA Pei Ee, nS EAP TE MZ 
Hilbert 变换 的 分 布 函数 ， 可 以 证 明 ,对 s>0， 

A(s) =2] #| /siah (as). 

当然 也 就 推出 Hilbert 变换 是 限制 弱 (1, 型 的 . 关于 这 一 事 
实 的 证 明和 (5.1) 末尾 的 函数 关系 的 证 明 ， 可 参看 Stein 和 G. 
Weiss [2], 而 对 上 面 Xe) 表达 式 的 另 一 证 明 , 可 参看 Calder6n[1]. 

5.8 (5.2) 中 的 等 式 可 以 写成 xp 的 Hilbert 变换 知 aiid 
重 排 . EERE 


a(t) = sin *(2| B|/t), 


pig f (@) =lim | ae f(a—#bdt 
ae alt 


* Q5Es 


— Uurna e ee 1 rr EE FO 9 rt he en a ee ee a R cere Ye tae Me i A = o TT eee T os 


是 第 2 节 所 讨论 的 那 种 奇异 积分 算 子 ， 我 们 就 可 把 上 述 关 系 作 如 
下 推广 ， BEE E, 的 具有 有 限 测度 的 可 测 子 集 ，xs 是 它 的 特征 


函数 ,月 mC) = (1/1) Ods (参看 第 五 章 §3), 则 有 
m(t) <- 2 | * sinh-*(2| E]/s)ds, 


此 处 , le] =f | Q(a’) |do, Ch, O Noil 和 G. Weiss[1]. ) 这 一 | 


结果 连同 第 五 章 插值 定理 BB, 4 给 出 了 “> 是 I7( 吾 ) 上 的 有 界 
算 子 ”的 另 一 证 明 ( 定 理 2.6). 

5.4 在 第 3 节 中 ， 我 们 曾经 提 到 ， 如 果 核 KO) =) 
是 得 的 , 则 需要 假定 比 9 在 Zai 上 的 可 积 性 更 多 的 条 件 ,, 汪 能 得 
到 I? (Ey) (1<2<co) 上 的 一 个 有 界 奇 异 积分 算 子 (虽然 可 积 性 条 _ 
件 对 奇 核 是 足够 的 )， 实 际 上 ,我们 假定 了 Q 是 平方 可 积 的 , 这 使 . 
我 们 能 够 利用 第 3 节 给 出 的 (比较 ) 简单 的 证 明 ， 然 而 可 以 证 明 ，. 
如 果 把 2 的 平方 可 积 条 件 换 成 限制 性 较 弱 的 条 件 


(*) |, |Q@)log*|Q(@’) | |da"<eo, 


定理 3.1 仍然 成 立 , 其 中 , 当 s1 时 , log*s=logs, 当 0<s<1 BY, 
log 1's 一 0( 参 看 Calderón 和 2Zygmund[4]). | | 

“6.5 定理 2. 6 比 定理 3.1 在 另外 一 方面 更 具 一 般 性 ， eg, 
2.6 保证 了 所 讨论 的 奇异 积分 算 子 对 一 切 E L(2,) 几乎 处 处 有 
定义 ， 而 在 定理 3.1 中 ， 我 们 将 算 子 的 定义 域 限制 在 Sb x 
PES 时 ， 积分 


Q(t) a 
pe J Ce 0 Td < 
BURLA, TA, EXA. S) E TER E I AT ee ERK 
SHR, (ERNAY Re S 上 讨论 ,因为 可 以 证 明 , 对 几乎 
每 个 vw, 积分 


fin JCD ae dt 
CAM ICAHN, MARZ JEL), l<p<o, KBE WE 
2 G58 e 


(5.4) 的 较 弱 的 条 件 (*) 时 ， 该 积分 在 a->0 时 的 极限 在 p KAY 
均 意 义 下 和 点 态 几 乎 处 处 的 意义 下 都 存在 (参看 Calderén 和 
Zygmund[4]). 7 
(6.6 经 简单 的 讨论 可 知 ，Riesz 变换 Ri, Ra, o, Ra 有 下 列 

(D 每 个 万; 与 平移 变换 可 交换 ; 

(2) 每 个 Ri 与 伸缩 变换 可 交换 ; 

(8) 若 p 是 -一 个 旋转 变换 ， 其 窍 和 阵 为 (om)， 了 。 Jefe 
TE, 上 之 函数 上 的 算 子 ; (Pf) (2) =f(ex), wW | 

T RT, = AA 

此 外 , 由 定理 2.6: 
的 BF Ry PR) eA HY. o 

当 ”3 时 ， 这 四 个 性 质 就 表征 了 Riesz 恋 换 . 更 确切 地 说 
车 Ri, Ro, Re DPE ED, 2), QHMONHEF, 
则 它们 是 Riesz 变换 的 一 个 定常 数 倍 .。 IE WE, HAr 
定理 3.16 和 3.18 看 中 ,性质 () 和 (4) 可 推出 , SRAWE S 上 考 
虑 时 ， 每 个 R 是 一 个 形 如 Rp 一 wxp(p E29 ) HERAT, Hp 
ww 是 一 个 广义 函数 ,其 Fourier 2i =b EDARAN. HR 
(2) 连同 第 一 章 (1.6) 可 推出 , 每 个 5; 是 零 阶 齐 次 的 。 最 后 ,从 性 
质 (3) 和 算 子 也。 与 Fourier 变换 的 可 交换 性 (第 四 章 定理 L. D 可 
知 ,对 一 切 旋 转变 换 p 和 oe 五， 有 


b,(p 2) = > prsbr(%). 


Bc L,, oF0, +S op 取 遍 一 切 旋 转变 换 , 我 们 就 看 到 ; by it 
bala), ++, baa) DONERE CR, R 们 用 到 了 2 的 零 阶 ， 
齐 次 性 )， MRY E, 中 的 任何 一 点 ， lyi= js], Rose 
y=o 的 旋转 变换 , 那么 , 对 于 任 一 个 使 > 不 动 的 旋转 变换 ， 有 
3(> puou )bx (0) = b(a tpos) = bi (otw) 
f=1 

= Sou), 


这 就 是 说 , 向量 5=5(2) 对 一 切 使 z HE HEE BR p 来 说 ， 有 性 
质 opb 一 cb， 而 这 就 意味 着 5 必 是 “的 倍数 ， 这 一 事实 连同 
(2.7) 显然 能 推出 Ru Ra ©, R, 是 Riesz 变换 的 常数 倍 . 当 
n=? 时 ， 这 一 论证 不 再 成 立 ， 因 为 此 时 对 一 切 使 e 不 动 的 旋转 变 
换 p, cb=b 不 再 能 推出 8(z) Æ o k E Ea 中， 使 x aR 
旋转 变换 一 定 是 便 等 变换 ). 但 是 ， 如 果 我 们 把 旋转 群 换 成 正 交 
Bi, 就 -~ 定 可 以 得 到 一 个 对 n=2 也 成 立 的 .Riesz 变换 的 特征 . 
ET 在 偏 租 分 方程 理论 中 , 奇异 积分 算 子 是 重要 的 工具 . a 
如 , Riesz 变换 可 以 用 以 估计 Laplace WF, o 
A= g” m 一 …… 一 .0 
Om On * 
由 于 当 PCS it, Pp/dx,0r, 和 — RR. Ap 的 Fourier 变换 必定 相 
等 (这 是 本 章 (2， 7) 和 第 一 章 定理 1.8 的 直接 推论 ), 故 有 
Do 
ELIA 
子 是 出 定理 2.6 = 得 到 


pi dplp L<p<oo, 


T 于 于 这 些 估计 的 推广 可 参看 Seini], rs 
Zi wW, ojn 

5.8 若 9 是 测试 函数 ， 则 它 的 Riesz 变换 Rigp 便 是 有 界 连 
smh. 这 是 因为 ， 经 分 部 积分 后 ,我 们 可 以 把 Rep RAW it ws. 


w- 和 ow/ (1 一 n) lo i 的 卷 积 ， 于 是 ， 当 凡是 En 上 的 有 限 
noel we BA |, (Bp)dy RAHE, IEAA R w M. 
Riesz EA n=, 2，…， NELKI WNRR A p, 满 足 
En Panes | pin=-| (Rup) dw | 


的 “测度 ”， 这 就 把 几 的 Riesz A He me MT RAE RE, 然而 
ABET, ve 一 1，2,…, n, 不 一 定 还 是 有 限 Borel 测度 ， 实 际 
上 ， 第 4 节 所 建立 的 H? 空间 理论 可 以 用 来 证 明 古 典 F. 和 MM 


+ XQ 


Riesz 变换 的 下 述 推广 : 

如 果 有 限 Borel WEE w WY Riesz 变换 Vi, Va, >e, Pa 还 是 有 限 
Borel 测度 , 那么, u, v1, =, Pa 对 Lebesgue 测度 就 都 是 绝对 连续 
的 ( 见 Stein mG. ‘Weiss [1]. 这 个 结果 的 推广 机 SA Bins], 第 
te), | 

5.9 — M. Riesz 方程 组 (8 4 中 引入 的 ) 可 以 认为 是 一 个 

va PK Vh= PF = (us, Ua, +, Us) 当 耳 的 定义 域 是 单 连 通 时 的 
梯度 。 事实 上 ，(4. 18) 中 的 第 二 个 方程 组 正 是 西数 hth 的 梯度 是 
F) 存在 的 条 件 ， 而 第 一 个 方程 保证 大 的 Laplace 运算 Æo, ae 
考虑 每 个 分 量 Wy 的 梯度 VW = (tn, Uiz eta Win), j= =l, 2, 
RAG na FEA, PO = (ons, ww，…， U), RIRE HA Me tha 
度 ，、 我 们 可 以 再 对 F* 的 每 个 分 量 施行 这 一 运算 , 而 得 到 加 的 第 
三 阶梯 度 。 这 样 继续 干 去 ,就 得 到 及 的 第 上 阶梯 度 玉 中. Calderén 
和 Zygmund[6] 已 经 证 明了 |P%|? 在 p>(n—2)/(b+-n—2) iF 
是 次 调和 的 . 于 是 考虑 由 那些 第 BY BB REEL, ES A A 
数 系 一 一 组 成 的 P 空间 ， 就 得 到 对 指标 p> (m—1) /(kin—-1) 
的 边界 值 性 质 (4.3) 和 (4.4) GER, ERMA ntl). 这 就 
是 说 ,我 们 对 任意 接近 于 零 的 指标 p, 得 到 了 一 个 HP 空间 定理 . 

这 里 有 一 类 与 正 交 群 SO(n) 之 不 可 约 表 达 式 紧密 联系 着 的 广 
X Cauchy-Riemann 方程 组 .第 阶梯 度 可 以 看 作 是 这 一 类 
GOR 方程 组 的 解 ， 详 见 Stein 和 G. Weiss[4] 

5.10 本 章 所 述 的 奇异 积分 理论 , 都 是 以 K (2) 一 2(w)/ |z|* 
为 核 ， 其 中 8 是 齐 次 函数 并 在 单位 球面 Sna 上 满足 某 些 积分 条 
件 , 特别 地 ， f Q(a'\da!=0, 这 些 核 是 Calderbn 45 Zygmund 
ELI 中 最 时 研究 的 。 后 来 Cotlar [和 Hörmander [1] H, 对 其 
BIE A BK AY AE oH, 就 可 以 应 用 到 更 一 般 的 核 下 上 .最 广泛 的 一 
类 核 是 由 这 样 的 广义 函数 组 成 , 它们 在 原点 以 外 局 部 可 积 , 并 
满足 OR@MAAGH K 是 K 的 在 缕 变 广义 函数 意义 下 的 
Fourier 变换 ); 2) 3} — H y E En, F 

+ B68 


fasan |K (2—-y) ~ K (a) |ds sA <00, ` | 


( 见 | Stein [3], 第 二 章 ). 
”这 种 方法 的 优点 是 , 它 对 ZAC) 也 给 出 了 结果 , 特别 是 导出 

T “Hilbert 变换 是 弱 (1.1) 型 "这 一 结果 的 推广 ( 见 本 书 第 五 章 

引 理 2.8). 加 


文献 注释 


为 进一步 讨论 Hilbert 变换 ， 可 参看 Titchmarsh[2], Zygmund[1] 和 
Loomis [1]. 第 2 节 中 所 讨论 的 旋转 变换 的 方法 ， 首 先 由 Calderón 和 
Zygmund [47 提出 。 要 了 和解 Riesz 变换 的 更 进一步 的 性 质 , HA Horvath 
[1]. 21a] WCB.) 32 Stein 和 G. Weiss [1] 引入 的 7 JEA RIR AORE 
是 由 :Calderéxm': 和 Zygmund [6], Siein 和 G. Weiss [4], Kiran [11 以 及 
Coifman 和 G. Weiss 上 3] 研究 过 的 ,.， Calderón £A T Hie 7a RO ARINE 
F 的 一 个 性 质 ， 即 对 某 p<], | 了 Fl? 是 次 调和 的 . 


268% . 


第 七 章 多 重 Fourier 级 数 \ 7 f 


本 章 的 目的 是 要 简单 介绍 - .下 多 重 Toure: ARER- 
内 容 ， 按 抽象 的 观点 来 看 , ERE Fourier 分 析 在 紧 Abel 群 上 的 
4B, WANZERME nAaR EEE n BR KS ie 
MS MRR. Bik, £8 2 RNS, be 
MLW, THT Poisson 求 和 公式 ， 在 第 8 节 中 ， Fe 
由 招 子 算 子 的 半期 化 ， 在 第 4、5 节 中 ， 讨 论 另 一 专题 一 一 -多 区 
Fourier RRA TRE AM 我 们 之 所 以 在 现在 研究 这 个 课 荐 ， 
耐水 童 范 非 周 期 间 题 时 讨论 (在 那里 ,许多 类 似 的 结果 都 可 短 到 证 : 
明 》, 宇 村 是 为 了 使 我 们 的 论述 更 为 完美 和 恰当 ， 所 给 出 的 这 些 结 | 
Ret oz> 芋 时 成 立 , 而 且 是 用 与 处 理 软 熟悉 的 一 - 维 情 及 的 类 
PRE BA S i, 


BRER 


en SOA RR 
设 A 表示 由 E, ops AEUR EC, ANSE 
按 E. 的 向 量 加 法 ), HAWES. RING RRRS HH 召 ,/ 4， 
ERSAK E.A 上 的 函数 与 也 上 的 周期 函数 等 网 ;更 ; 
明确 地 说 ， 当 mE 4 时 , 满足 f(z 十 m) = Jo) 的 函数 等 同 御 在 出 
oo ie BS be f) 的 函数 4 的 元 素 就 是 六 此 而 数 的 
周期 . 
E,/A RST o ME HT, = {(e', Pet, e. enya 
Ch: (a3, ta, ++, 00) CE}, XPS AEH (0s, Ga, 0, te) > 
(esre，eniz，…，eastoo) 给 出 的 ， 且 由 它 可 以 得 到 By 上 周期 函数 
与 % 维 环 面 上 函数 的 标准 等 癌 . b! 
一 个 集合 DG En 如 果 对 了 EAA MANETTA 


+ E6033 . 


A Z a mm oi Pe vil ee A a E. | 4 -i em tee te Soe 


平移 在 DD 中 , 则 称 DER AI BR, En 上 的 一 个 周期 函数 是 由 

它 在 一 个 基本 域 上 的 限制 唯一 确定 的 . 自然 , 存在 着 无 穷 多 个 基 
本 域 ， 而 对 我 们 来 说 既 简 单 又 合适 的 基本 域 就 是 基本 立方 体 Q= 
{2E En: —t/2<a,<1/2, j=1, 2, -, n}. 2, EERST DUA 
Qn 上 的 Lebesgue 积分 来 定义 : 当 ET, 上 的 函数 时 ， 我 们 令 


<E f fis=| fda, 


HEC TRR. 任何 一 个 也. EAKAS, 正如 我 们 记 失 出 过 
的 ， 可 产生 一 个 h bw, KARE 8@,。 上 的 限制 就 . 
PURECO. DARKS. Ri T, ERA S ER, 
FECT MAY Q, LEA Bese: Lebesgue BYWAY. E Q EEH 
WY, Bg He Fa HY AR, WAL) Ae) BA) EM eS A AG, - 
ria T. bay 1? 空间 等 同 于 Q 上 的 L 室 间 类似 地 , Be 
AARE, 上 上 的 有 限 Borel 测度 类 与 把 测度 集中 于 基本 立 访 体 名 
ERAR Borel 测 症 类 等 同 ， 并 用 符号 O), BL). AYRE 
T. ES L 空间 和 了 ,上 的 Borel WE., ERIA I, Peki 
连续 函数 类 CO(T,) 并 不 相应 于 Q 上 的 连续 函数 类 ,而 只 相应 于 当 
把 n ERARA, ME E, 上 保持 连续 性 的 函数 类, 
OCT 是 L>(T,) 的 Banach 子 空间 ( 即 把 OCT, RF 1 L” HW. 
ABANKE- TER AA RR 
= o ATDP. S07, f ; 

FA i; We (7T.) 看 作 等 同 于 cr east esc | 
TBR. to ate 

PRERTEM IS Tn 中 测度 利 K HAY. Fourier ai, ate 
个 元 素 EZT), RUBE Fourier 级 数 为 


(EDY o du~ >) nem a . 
其 中 cae : | . | | 
18) mw- [oo * dye) 


te dje 的 Fourier—Stieltjes 系数 ， 
。2644 


一 和 et i Ra RTS some 


为 利于 形式 上 计算 Fourier AH, BY T HEY Ee Mt A 
BT) AW BE u, 考 虑 定义 在 CCL) AY ERRE R 
(1.4) Ly: fof, fap. 


反之 , 按照 Riesz-Markov 表示 定理 , 我 们 知道 ， 每 一 个 O(7， ) 上 
的 连续 线性 泛 函 ， 对 某 一 wE 弛 (2 ) 都 是 (1.4 型 的 ， 且 L= 
ldu], 其 中 等 式 左 端的 范 数 是 线性 泛 函 Lu 的 范 数 ,而 等 式 右 端的 
WHEE PSR. 这 就 使 我 们 很 容易 定义 GL.) 中 两 个 测度 
Hi 和 Ha MH HAR u 和 Ha 的 卷 积 是 一 个 测度 u, 它 ( 通 过 (1.4)) 
表示 了 线性 泛 函 


a.) fol fin=f, f, fst dm(s) dnly). 


Rie, BARA du [|< dul dul, HE ZPA RNE 
积 运算 是 一 个 可 交换 的 Banach 代数 . 如 果 我 们 在 (1. 5) Be £@) 
一 e。 "9, 就 得 到 来 法 公式 

a 8) z dussdpa~ >> Qn bpo rima a 


TI Lan} 和 {ag} 分别 是 ds 和 djs 的 Fourier-Btigltjpg 系数 

RLM LE CL. 5)， 还 可 以 导出 dui*dua Ma he N 
它 就 是 测度 H, RAER | 
ps J p(B) -f mi(B—y)dwaly), 


其 中 EE Borel 集 ， 由 此 , 当 sua (BR pa) 绝对 连续 时 ,1 显然 
也 是 绝对 连续 的 . 然而 我 们 知道 , 当 且 仅 当 jn 有 Radon-Nikodym 
导数 SELTA, W u 是 绝对 连续 的 ， 这 时 ， 几 的 Radon- 
Nfkodyin Sai FE iG ah, 

nw) =| f(@—y)dnaly). 
按照 Fubini 定理 , 这 个 积分 对 几乎 每 个 = 绝对 收敛， 如 果 ua ty 
是 绝对 连续 的 , 且 其 Radon-Nikodym 导数 gE T7 (T), W 


nw) -| fle- gy. 


uro i are EPE E ER ae m o -oa o m a 


FRR, OT RET SON BREW. 特别 地 ， 乘法 
AX (1.6) of Lt 函数 也 是 成 立 的 . | 

为 了 给 出 关于 Fourier 展开 完备 性 的 基本 公式 ， 我 们 请 以 把 
任何 有 限 和 Samet" 称 作 是 一 个 三 角 多 项 式 ， 
”定理 1.7 (i) 三 角 多 项 式 在 0O(T,) 和 IP(T,) 中 稠密 ,、 as 
p<. : 
EE: Gi) 假设 对 某 个 we BT), |. ote du) =O 对 -二 
mEA 成 立 , 则 uO, OS 
Gii) BS ELD), f~Zmesdne™*, dil 

2 | im {? = fis, 


meA 


SSRI fotand— {fof oda} He IAL.) BI PCA) E 


BY 
TA ”由 于 三 角 多 项 式 组 成 一 个 代数 ， 它 离 析出 % 维 环 而 的 
点 ,这 个 代数 包含 有 常数 , 并 对 复 共 轧 运算 封闭 , 所 以 我 们 可 以 应 
用 Stonb Weierstrass 定理 来 得 到 三 角 多 项 式 在 OCT) 中 的 衫 办 
性 ， 由 这 个 遍 近 性 质 再 加 上 OCT,) 在 LCT) (1<p<oo) a 
性 , 就 推出 三 角 多 项 式 在 LT.) Me 
WEIG), RATER, ERS, ome dua) =0 对 一 切 


EA Ra"ONT 
f, p@du(a) =0 
ET = Meek p RY”. THO MER | Fajin) =o 


nM SCOT.) RSE, ATR p=0, 
mw SEINT), HN 为 一 正 整 数 ， 那 么 ， 当 am 是 了 的 


Fourier TIN 02me f(a)de it, If- Sh aranea 的 站 


确 界 是 可 以 达到 的 ， 众所周知 , 这 个 论断 是 由 函数 系 {e””“} 的 相 
互 正 交 性 和 正规 性 ( 按 PROT. 由 于 每 个 FE 天 (7 可 
‘ S66 Å 


WAS TRB, 所 以 我 们 知道 mf 一 D) atao. 
Wm, 当 N> 时 ， 
S If la— | > ane] a0, 


Jrj 


HFa CE lan D, aj Bt S> {an} 是 等 距 的 . 如 果 


它 还 是 映 上 前 , WL EERI. KEE 着 给 定 fanj， 
>>) [am |?<co, 并 设 sx(@) = S nein, 显然 当 4 Na< Na 时 ,有 


[sy ~smla= C S Jan], BELL {sx} FE 12CT) 中 的 Cauchy 


py {tise d’s 


列 . TEE ARIE BOT FAP RB SE LNT). XE, 
an=, TOT [mi SN, 


所 以 有 om 一 S0) de, IH mE A 


这 就 证 明了 (4iii), 因而 定理 得 证 】 
我 们 现在 来 推导 这 一 定 :更 的 几 个 有 用 的 推论 
推论 1.8 设 f ELT), 之 [am| <00, RF, 19m} 是 f 的 


Fourier RH, 那么， 可 以 在 一 个 零 测 度 集 上 适当 修改 了 Hott, 使 
之 属于 OT), HE WoT, 上 ,等 于 one 


证 明 从 假设 可 扒 知 ， 值 为 f(a) 一 -2 en grime 的 函数 之 


Fourier RN 0. 村 是 由 定理 1.7 之 GD， 这 个 函数 必定 几乎 外 
外 为 0.】 | ba 
“i BIE get, BK O™(Q,) (= -oora aay E, 
上 属于 O®=0®(E) ZRA TE Qa LARADE i 


| 1) BSE a= (or, an, my Gn) 是 一 个 % 重 非 负 整数 组 ， HRR ay Firth e “+a, 
She 时 , 处 处 有 连续 导 教 D7 WMS. 回 起 在 第 一 章 中 AT P 


定义 为 
ae gm Ban 


ET | 
MN MRS, ESE, atarte taa 记 作 |a|， HERMA. 7 的 证 明 
中 ,我 们 用 1m%| 表 示 格 点 名 的 欧 氏 范 数 。 为 避免 混 清 ， 我 们 在 这 里 不 使 用 第 一 

章 引 入 的 记号 jal. . 


fob 
' + 
L. 
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bema La mlm EER CIC Ta -aar ea a 7 pi y ea cei a aoe ee E E: i ar - i ee ES ir = i -= 


推论 1.9 设 SEOM(T,), b>n/2, M Silan|<co, xm 
{amt f R Fourier 系数 . | | 
证明 ， 在 第 一 章 里 ， 对 2 一 (a1, oo …, a) CH, Ain BAER 
整数 组 a= (ai, Oa, °° “3 an), RIVEL 2 AR af az: on” 《我们 由 
按 惯例 约定 0°==1). 按照 这 个 记 法 并 进行 分 部 积分 ， 我 们 得 到 ， 
当 FEO), H atot. task 时 ,有 


f, DP @e trim do mim)® | f(w)e eae de, 
= (2rim)*an. 


A Def 是 连续 的 它 必 定 属于 LT), 则 由 定理 1. 7 之 (证 ), 有 
(1.10) 2 {2 lam |? [ (2arm)*]?} <00, 


此 外 , 经 简单 计算 可 知 , 存在 一 个 只 依赖 于 维 数 ”和 大 Ho 
c(h, n), 使 得 
at L(2am)*]*>0|m |, 
PENH Boborare KBR, 
2 | han |< ` D [tien C P-N Lamm) 1") 0 | a | 
<( >, janl? 有 Camm)"]) > |B) 29-978 
2 knit AR Bill eR, Mit NEAR RR 


(1. 10), 这 最 后 的 表达 式 也 是 有 限 的 HOE. 】 
Miele fer); AfD N ai 则 当 |m |->00 


at, Cin’ O 7 
pan VER 首先 设 FELT). 这 时 am—>0 就 是 > Jan’ Žo 


的 直接 结 果 ( 见 定理 1.7 之 (ii))， 对 于 一 般 的 ELCT,), BNA 
je 8 之 0， 可 以 找到 广 和 Fa, JfaE LPa), Wfala<e, 使 f= 十 
fa TE, Blan} 表示 fy 的 Fourier 系数 ,我 们 就 有 lim as? —0 


Filo? |<ifola<e. BORE, lim sup |dm|<e, Hh an af) a 


(mG A) F 的 Fourier 系数 ， 又 因 s>0 是 任意 的 ， see UE 了 


| ‘$2 Poisson 求 和 公式 


我 们 不 再 去 一 步 步 地 建立 Fourier 级 数 与 Fourier 积分 相关 
似 的 性 质 , 而 着 手 讨 论 本 章 的 主要 问题 . 我 们 可 以 一 般 地 提出 这 
ME, 若 给 定 一 个 关于 妃 , 的 函数 空间 的 “元 素 ”( 例 如 , — 2H, 
上 的 函数 ,一 个 作用 在 ,的 函数 上 的 算 子 ;等 笑 )， 它 的 泣 期 模拟 
是 什么 ? 也 就 是 说 ， Fem FE T 上 的 相应 "元素 是 什么 ? 我 们 
还 感 兴趣 的 是 ， 如 何 能 从 已 建立 的 非 周 期 形式 中 的 性 质 ,。 al 
相应 “元 素 ” 在 周期 形式 下 的 性 质 . 

我 们 首先 对 定义 在 E. 上 的 函数 来 讨论 这 些 问题 ， 为 了 对 所 
讨论 的 问题 有 一 个 更 好 的 理解 ， 我 们 暂 不 去 管 所 有 的 收敛 性 问题 
而 仅 做 形式 上 的 论述 . 

O Bf EE. LH GENK) BR, BSAA DRT WSS 
到 一 个 周期 函数 ， 第 一 种 办 法 是 初等 的 , 且 不 涉及 ourier 4) HF, 
我 们 简单 写 为 ” 

(2. 1) a f(at+m), 


由 于 它 遍及 4 的 一 — is RKCGER LRA, BRERA q 

Miho PR oA Wt, FECA RT RERS 
过 渡 到 和 式 (2.1) 称 为 了 的 周期 化 . 
为 了 给 出 第 二 种 方法 ,我 们 记 


(2.2) TORR Fr dy, 
它 就 是 Fourier AS ASR 其 中 ， 
Fe, Foe er de, 
迹 遇 4 的 《由 (2.2) 给 出 的 ) 周 期 模 氢 就 是 。 :11 
2-8) Bim | an 


© B89 o 


”Poisgon sRAIZASR AYE BR, (2.1) (2.8) 给 出 
的 得 到 f AO LS OG By etek RS AY, AAA A 
BRE BT SO EK, 其 中 最 简单 最 直接 的 叙述 如 下 . 

定理 2.4 SEDE), WRA DS atm) LQ) (一 
PODERA, 其 在 LP) PAR PRG BAT Fourior ER: 
(2. 5) femjerem, 


这 就 意味 着 {了 (m)} 是 由 Df (etm) 定义 的 D iets Fourier 
BM, 其 中 , SEM YEE, A oo 
on oo KOR -fa OA gua, 
“OR Qm Jet Asst OF, ROH 
ey fa Z Ferm da< Zh Permas iii 


-如 | lda. 


mEt 


ATEETAN BL, 所 以 平移 N~ m Te 
SHEER En. 于 是 


Z fn VO = fp le. os D 


J | Us 


RRE DUA BL, >a JOrn L QDR HS) HLS, PEAJE 
RAD BUD MKF, 我 们 可 所 算出 fa! jermi Fone 和 
人 (2, Kern -awm t gp 


n a, 7 
m’é K a, 


一 > fo)e day 


med J Onone | ?i 


-| Fdo f(m), 


a I WON PER 16 TEE EBA, PAP ALY, 因而 就 证 时 
TÈ f(e+m’) 有 Fourier 展开 (2.5)、】 


m’ 


». 270 » 


直面 的 推论 是 定理 2.4 的 特殊 情形 ， 它 是 很 有 用 的 .… | | 
Hit 2.6 Bt fo) =| fv)e ”evdy, A i | oS 
fC) =| Flyer dy, eg 


erp |f (w) (KAC |a|), FOSAG, 5>0( 这 
样 , f 和子 都 可 假定 是 连续 的 )， 那 么 ， 


(2.7) /tm > Fema, E 
并 上 且 特别 有 = 
(2.8) o Bi@)=- 3 fm), 


这 里 , (2.7) 和 (2.8) 中 的 四 个 级 数 都 绝对 收敛 9. 
证 明 由 于 我 们 对 了 的 假定 , Pourier 级 数 ` 
sie. 所 以 ， 按照 推论 1 8 和 定理 2.4, 我 们 可 以 在 村 测度 
集 上 修改 函数 D form) HE, EEEF E 
D merme, 但 是 ,与 D At ||? e 我 们 就 看 出 
Df s+m) 是 一 个 一 致 收敛 级 数 ， 且 它 的 各 项 都 是 连续 西数 因 
ne HABEREN, MUONE RE. F 
我 们 现在 举 两 例 说 明 如 何 能 使 用 Poisson RAS 第 二 外 
例子 是 第 一 章 中 考虑 过 的 Fourier 反 演 问题 的 模拟 .， 就 是 说 ,我 
NEM, MSETAT,), an— | (Ce)e-*rwedo 时 , 在 什么 范围 ， 
BB 
aan enim S 本 
RAF f (2). 从 第 一 家 的 观点 看 来, 我们 自然 斌 图 以 极 服 
By. lim 2 Blem)ame™™" Lo 


ie Ti ' ， ay ， 
“e0 IH EA i! à + i o, ` 


. 2) 我 们 称 (3,8) 为 Poisson 求 和 公式 ,我 们 也 用 这 一 名 称 称呼 (2.7)， ELE ie 
用 此 称呼 定理 2.4, 


‘v2F1'。 


ii ri Lie a LEET ES A a a ri rane an rr -HE worm mu ae - : we 


来 代替 上 面 的 和 式 , SEO Re — PH HY EE BH H $9(0) 一 1 
由 于 推论 2.6 的 启发, 我们 对 更 做 以 下 假定 ， 
(i) DU) -90 ,其 中 | p@)do=t, 

(IO Ja) 对 某 5>0, BUSA, 
ol) KAGH a), o 

定理 2.11 ROWER (2.10), JEL P) B fr 
D Am grime, 则 7 

(a) 当 1<p<e, 极 限 (2.9) 按 LACT.) HMC Ca Ys 


(b) 4 f EOT BE, BEC .9) KAT fs ea 
(o) 对 任 一 SEIAT), HES Lebesgue 点 集 的 每 个 点 = 
上 ,极限 (2.9) 收 化 于 了 因而 是 几乎 处 处 收 象 ). y 


证 明 iE g.(c) =e "p(a/e), D (y) = Bey), e>0. WRN 
得 知 ， O° = (pa) . 而 且 ， SERGE 10), PeT DP WEE 2 6 的 条 
: 7 
BA D Plamen t= D op (o+ m). 
EM RK (wo) 25K (2:12) Se, 则 可 得 “5 

|  (f*K a) (w) = - Bent) amS, o 

其 中 卷 积 是 在 第 La ARS I SA (1.6). 最 据 我 们 对 © 68 
ABE EBERT EM TTT oo 
| aby) Ide <[ D lpm) [do 


Fj Lo 4 a 
yor, ` © 


LA 


-| po) dso) lgl) lde. 

由 于 [PENSIE (这 里 ， 范 数 都 是 空间 LIC) GBS 
co) 的 范 数 )， 我 们 看 出 ， 映射 ~ 

so Te 7 Mi, "fo pa Dem) ane? 


作为 TACT.) ERAF s(e> 0) 是 一 致 有 界 的 ， URD N 
性 和 |, po)da=1, RIH lim 6(em) =1, AM RBS SMS 


。272 。 


WX, 4 OR MSS Gk I? 范 数 )， 最 后 根据 三 角 多 项 
RE I3(TD,) 中 (gp 忆 00) 和 在 OCT,) 中 的 黎 密 性 ， 以 及 我 们 刚才 证 
明 的 一 致 有 界 性 , 定理 的 (2) 和 (b) 就 可 得 到 证 明 . 

在 证 明 (c) DART, 我们 先 应 说 明 , 在 了 被 周期 延 拓 后 ,如果 % 是 
E, 上 延 拓 了 的 周期 函数 的 Lebesgue BAK, RTRs Le 
Lebesgue 点 ， 显 然 , 经 适当 的 平移 , 我 们 可 以 使 xv 成 为 原点 ( 它 是 
基本 立方 体 Q@. 的 中 心 )， 设 

f(2), 当 2E Qs 
—F@) -| 0, 4%26€F,—Q,. 

因为 函数 的 Lebesgue 点 的 性 质 是 局 部 的 ， 所 以 0 也 是 了 的 
Lebesgue 集 的 点 .现在 


a D(em)an=| f(@ K.(-—x)de 
一 > 5f f@)gp.(—a+m)de — 


-人 Flapd—a)da+ D |, Jp(-ormDam 
BRN NBE PoC Hlm|>1, MA | 
[pe ~ 2+) [<A 1+ me ie sr 
一 ss4(s 十 | 一 2 十 加 |)- maDL lm 
Pru, 4 6—0: hf; BE So a 
fp SA Fpl- atm) de <a, Fey B 


同时 ,有 f j(w)p.( 2) do | Fel äp 


WAH |p(o) |<ACL+ |e] ) femme meu 
AE 1.25, 并 且 得 到 


im f, Fop- ade=F 0S0. 


ARENT (0). .因而 定理 2. 攻 证 毕 ， 3 | 
这 里 有 必要 分 别提 出 这 个 定理 的 两 个 特殊 情形 ， 第 一 wer 


AE 


Ea Sa Pr i T Eider: © x r E | T vi 


形 , 我 们 考虑 yp (a) =e, (1+ |w[?)- BR Oy) = 07 
Se BRB 1.14), 这 时 , (2.9) PER CE t NE 8) 
(2.18) -2rlmitg gaaima 


meA 


这 一 级 数 对 i> O Hawt, JERK S 的 Poisson K3 Abel- 
Poiswon) 积分 它 就 是 f 与 Poisson 核 ` 
ae Oo P, (2) = > et lorie 


的 卷 积 ， 由 (2.12) 可 推出 , 当 t>0, EQ, 时 , P;(z) 之 0. 此 外， 
| P, (a) =|. lz 十 | 之 g 2% (mie gaat: a da 


Se +0=1 | E 
第 二 个 例子 是 age a 
(1— |y|?)%, mle | St 
Diy) =4 | 
0, “4 ly|>1 


的 情况 ， 由 第 四 章 定理 4.15， RIE 

p(w) = =Ô (2) =w-°T (a+1) [g| 70 Joma 2slel). 
于 是 ， 当 'a> (n— 1)/2 时 , 从 第 四 章 引 理 3.11 推 知 ， PURON 
足 假设 (2.10)， 故 此 时 可 得 Riesz 平均 2 


(2.14) lim >}! t- [m]? y Amme a> 


R>œ Imi eR R? 

ATA. ENR, T: 
HEHE 2.15 对 于 Abel-Poisson 平均 (2.13) 和 对 于 a RPR 
界 指标 时 的 .Riesz 平均 (3.14) , €M 2.11 KARRY 

BRAK RRA Riesz 平均 的 处 理 方 BRAR, RN 
将 在 第 4.5 节 中 讨论 ，。 
ya PATRIA HH HS. Poissop. 求 和 公式 的 应 用 小 及 到 正则 化 第 于 
的 周期 模拟 ， 这 种 算 子 是 在 Fourier 反 演 问题 中 提出 来 的 . Poisson 
求 和 公式 的 第 二 个 应 用 是 一 种 典型 情形 , 在 那里 ， 可 用 Poisson 求 
和 公式 对 各 种 初等 (周期 ) 函 数 进行 精确 估计 、 f 


9 使 函数 Do- RÈ. 10) 81 a 的 下 界 in=1)/2 me 标 ( 对 Rikša ， 
‘SESS 14) a ie HE GS RD ， | 


- HEr. 


n—i 
2 3 


性 . 就 是 说 


”在 第 四 章 中 我 们 曾 研 究 过 LEM 4.1)， 若 a 是 满足 0 二 
Rela) <n i BR, f(x) = lal, 则 fe) yala, EP yao 
wta D (a2) /TEn—2)/2]. 假如 不 顾 所 有 收敛 性 问题 而 应 用 
BRAT), RARE A th | | | 
6. 10. va" Sy [aim | 一 5 | a | -ee2ime are 


这 个 关系 是 不 可 能 成 立 的 ， 肉 为 右 端 相应 于 m=0 ERA: 
在 端的 级 数 又 发 散 ， 但 是 做 适当 修改 后 , Poisson RA ARMA VI 
在 这 里 应 用 了 ， 一 种 应 用 办 法 是 要 涉及 Riemann Zeta RRP 
函 方程 及 其 某 些 推广 ,这 将 在 (6.83) 中 讨论 下 述 定理 给 出 (2 16) 
的 另 一 种 解释 . 

定理 2.17 BRO<Re(a)<n, Pl) BS Be > | Ae HO 


AT BR Fourier 级 数 , 这 个 函数 属于 Q. 10} 上 的 Or- 
AS, HEERE SARAS ya lalo 的 西数 有 相同 的 奇异 


一 me 


这 里 ,5E0”(Q,). Se | re pen 

WER 取 一 个 函数 ”具有 下 列 性 质 n€O"(E,), E 在 
lel >L 时 为 1 在 原点 的 直 个 邻 域 中 为 0. 定义 了 F(z) 一 n(w) ||, 
"ED 我 们 : HA, FPR FEL), 使 得 

了 | Note 

~ (@). fe) ye Pol" +b (a), 其 中 be EO BD), i 

E(B) FEE nn BAG BRAY B= (B41，Bs，…， aie: 
KERRIN, 4 fal IY, A | DES) | =O e), ; 
POM BR, 将 也 (2) 每 成 F(z) = |s| 4+ (n(a) 一 Ilale, 并 设 
交 是 ' 下 在 缓 变 广义 函数 意义 下 的 Fourier MEM Wa, 出 第 四 
DA rf (@) = 724 ebla, RE bs (2) 是 一 个 可 积 育 
RK Fourier MER, XTPHARAAARKE, HW Ho) 
~ijjej BRU DEO” (En, MAR D, 2B. 又 
因 :f 是 F hy Fourier 道 变换 ， 对 于 任 一 % 重 非 负 整 数组 B 来 说 / 


EL i sae Ios osor c mew ovaa AM ae LT ree mee coe oa 一 


—(Qabayf (2) REE DEF 的 Fourier 道 变换 ( 见 第 一 章 定 理 于 .8) 
RO) Wek a ay D3F 的 阶 足够 大 (Bit Bate + Been: 
Réfa)) RA DoF GI (En), AMAT — (Omin) f(x) ee ER. 
这 就 证 明了 当 [e] BY, [f(@)|=OCl el). te aa 
部 份 也 可 以 用 同样 的 办 法 证 明 ， 另 外， 从 《2)' 和 刚直 证 明 的 羡 论 
IF m0 (eiT) (la|), Th f GL (E). 

p EW ER 2.4 给 出 的 变形 的 Poisson KAANANE 
ers, 以 及 f= 上 ,得 到 
ate HS @+m) ~D F (m) e? Mm = 3, Im | -aganti a, 7 : 


LT | he 
odo T aya alebo) z Totma © 


EEN , Od 


be) - bG) + D ferm), MEAT ZR. = 四 
除 级 数 . | asime 以 外 ， 洗 多 其 它 特殊 的 级 数 也 可 以 用 


ln | > 


SA IRATE, 有 一 一 时 将 在 6. DENA. 


PATER, opona 


我 们 兽 在 第 -- . 章 中 研究 过 由 I(E.) RA I(E) 且 与 平移 
可 交换 的 有 界 算 子 类 , 并 发 现 每 个 这 种 算 子 了 实际 上 是 由 荡 一 个 
AREE Ue Br BREN, URED SECS, AT fuel. REE 
取 Fourier RR, MBBS) af. Piel, Be Lourleragm 
BL POPE, CEF- RR H 
Pedrier TKRS VBR ú HRE. WRA, RIISER 
FUG TMALAAS, 然而 当 p=9 时 , 我 位 能 证 骨 除 了 其 记性 确 
SO SAAT RR. 第 一 章 定理 ,3:.18, RRA p+ 3 一 名 
时 , 0 SIE. MR pe 2, 且 对 一 切 了 E9G， lull Ali] 
RÁME- EEH 8:20' 推 出 ,对 一 切 f E59, 有 leone lp ANS Lp, | 
“See 


he Fe. OS I MR rsh TE re I Shee SCY Bree pe 


此 处 《to) + (2 一 1， 因 为 2 必 位 于 2 与 之 间 ， 故 由 M. 
Riess 盾 值 定理 ( 见 第 五 章 定理 1.3) 知 ， 算 子 了 : fouf 是 (2, 2) 
型 和 的 ， 因 而 满足 定理 3.18 的 假设 , 从 而 是 有 界 可 测 函 数 . 

现在 我 们 的 目的 是 要 在 周期 情形 中 研究 类 似 的 乘 子 算 子 ， 并 
对 其中 的 一 个 重要 的 乘 于 类 证 明 它 们 的 性 质 是 非 周 期 变型 的 千 验 
推论 : 

按照 第 一 章 的 记号 , ROME, t po HJ, (Lr, LO 表示 内 
[?(#,) 3) 了 72 (如 的 与 平移 可 交换 的 有 界 算 子 了 的 全 体 〈 或 等 价 
地 说 , (0°, LO an FRA MR u WA, u NRE A= Adu) 
—WoeS, WElurpl Alpol). WTKR TAME TF 
A, ER RH), RIREADH), In. RAH, 
对 于 周期 情形 ， 我 们 引入 一 切 有 界 算 子 到 的 类 (PP R(T,)) 
T EA LPT.) RA LOT) 、 并 与 平移 可 交换 的 算 子 . 

与 非 周期 情形 类 似 ， 我 们 可 以 使 任何 TE€ PT), LATD》 
等 同 于 由 一 适当 缓 变 广义 函数 确定 的 卷 积 (在 T, 上 上). 但 在 这 寻 ; 
直接 考虑 算 子 会 简单 得 多 . | . 

定理 3.1 RTE LT,), La(T,)), 1<p, gso., 则 存在 
一 个 有 界 复 值 函数 A, 在 网 格 A E, malm), 使 得 只 要 f~ 
5 Am ganim e ,就 有 


(3.2) Tf~ 之 入 (2 ) merrier 


证 明令 hm (a) = (Tem) (o) ,其 中 Om (y) =P (mE A), F 
Æ lm la Alen] =A. AH Th 表示 由 h 给 出 HAE BAR He CD 
期 函数 户 就 有 (mwjP) (o) =f e-h), WBE Fanm FE 
每 个 hEQ,, 有 | E 
bm (a — h) = 67r m (a) 
对 几乎 一 切 z 成 立 ， 那么 ， 由 Fubini 定理 可 知 ， 若 固定 某 个 
z(=2o), 则 上 式 对 几乎 一 切 姑 EQ。 成 立 ， 这 就 意味 着 对 几乎 每 个 
h, A Wm (h) = rimh Irim e (29) 于 是 

bm (a) = A Cm) grain: 


+ B77 9 


对 几乎 一 切 z 成 立 , 其 中 入 Cm) =e 29 Pfs, Go). TAL | 和 (oo | = 
| A. (m) [enla = [A C2) emlia = (Pm S4., ar ABA {e 的 有 限 | 
线性 组 合 , 我 们 可 得 当 ESASTAN, RKA (3.2) RW, 再 应 
用 简单 的 极限 手续 ,就 可 推广 到 对 一 切 fEI?(Tw 也 成 立 。 定理 
BE. 】 
由 于 有 了 定理 3.1， 我 们 自然 把 变换 TE O), LC) 
PET AT, 把 相应 的 序列 {X(zz) | BRE ARF | 
n ARTEMA. T) Z Gi) ,可 得 到 下 列 推论 ， | 
推论 3.38 FET), DD,)): ARRE (Am) ATE 
列 . WAS FA EMP | 一 sap|[XCm) |. 


至 于 I PE 第 一 章 所 说 的 非 周期 TE. 更 确切 
地 说 有 以 下 结 | 

定理 3.4 rg IDA) 当 且 仅 当 存在 一 个 T, ER 
5 Borel 1 测度 ù, RE | 
(S15) 7 du~ SD A(m) ere 
HR, (dul =| Z|. 

A 设 IEAI 对 一 切 了 ELI Ta) BL, 又 对 1>0， 
B fla) =Pia)= See" RUNNER (BA 2.18) 


FRB) Alaa. TES 
Pff | = g 72am t paxim: ACM) 


因而 我 们 门 可 以 起 到 一 个 趋 于 0 的 正 煞 列 tts, WE One 收敛 
于 测度 1s。. 即 对 每 个 gE€0(7T,)， 


im | Pf(@)a(ade=| g(@)du(a), 
从 而 jap <A, 特别 有 | 


A(m) =lim | eame, (a) de 


da, 


_ | gc im ge dyt (æ) . ` 
* Ty 
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故 i du~ >>) Alm) game 


其 道 则 是 卷 积 算 子 的 定义 的 直接 推论 (参看 (1.6) 及 其 下 面 的 讨 
$). 】 

在 建立 了 这 些 预备 定理 以 后 ， 我 们 转 入 本 节 所 要 讨论 的 主要 
问题 . RTS (LH), IPE). MMMM, 我 们 可 以 认 
HT EART 0, AE RRL, R 
是 连续 的 , Boe ER AKALE BÆ, Bn i EEN 
格 4 的 点 上 连续 , 而 使 入 Gm) =ulm) E 4 上 有 定义 ,我 们 就 可 以 
问 {Am} 是 否 是 类 (Lr?(T,)，IL?(T,)) 中 的 一 个 乘 子 。 如 果 是 的 
话 , RRR T 的 周 期 化 产生 了 对 应 的 n 维 环 面 上 的 算 了 
A 

在 列 出 一 般 定理 之 前 RIEKER ERAAN 
形 . 在 p 一 2 时 ， 从 如 在 E, 上 有 界 并 在 A 的 点 上 连续 ， 就 推出 
sup |u (m) | =sup|A(m) 一 oo 因而 依 推论 3 .3， 周 期 化 了 的 算 
子 就 属于 (ZCT,)， (CT,)). EF p=1 的 情形 ,我 们 知道 æ) = 
AC), WAR A ENE uw © SCH,) 的 Fourier 恋 换 ( 见 第 一 章 定 理 
3.19), BA, :相应 的 周期 化 算 子 属于 (I2CT,)， LODA — AR 
是 定理 3.4 和 下 面 事 实 的 推论 (这 一 事实 亦 可 视 为 Poisson 求 和 
公式 的 另 一 种 变化 形式 )， 

.定理 8.6 设 uCH(h,), Â 是 它 的 Fourié 变换 则 
3 Almh) me eT, 上 一 个 测度 a 的 Fourier 2%, WE 
dp jdu]. Sa 

证 明 我 们 考虑 把 FEO TL) BAL 。 F(w) djo(w) WERPEN iA 
(这 里 , 我 们 把 的 周期 延 拓 仍 用 f 来 表示 )， 根据 Riesz PRE 
M ASERTANTE HEBEL). 1 
SD | fw)duce)={ sede. 


xt f@) =e’, mE A, 应 用 (3.7), 就 能 证 明定 理 3.6. 】 
* 279.，- 


由 (3.7) 可 知 ， 对 任 一 Borel  HCQ,, MH (HE) = 
名 上 (至 二 0)， 于 是 ,用 类 似 于 对 函数 引进 的 周期 化 的 方法 ,我们 


从 见得 出 了 一 个 测度 上 ( 见 (2.1) 及 其 下 面 的 讨论 ). 

本 节 的 主要 结果 可 令 述 总 下 ; 

.定理 3.8 RTE Lh), L?(Ein)), 1<p<oo, oH 
T WRF, 并 设 4 在 网 格 4 的 每 个 点 连续 令 Am) =u(m), 
meA, 则 存在 唯一 的 周期 化 算 子 T (是 由 (3.2) 定义 的 )， me 
Te PT,), PT,)), BITIST. 

为 证 明定 理 3.8, 我 们 先 给 出 两 个 引 理 . | 

5123.9 设 f 是 如, 上 的 连续 周期 函数 , 则 有 


(3.10) lim a ama | fla)en*nie ao-| Fuz 
证明” 当 f(g) 一 exe RE, ELIE CL. 18)) 对 s>0， 
mEA, A 
nf g? TM- Egle dy 一 e7 Tm] e 


所 以 等 式 (3.10) 是 显然 成 立 的 ， 因 而 (3. 10) 对 任 一 三 角 争 项 或 世 
成 立 ， 再 用 这 样 的 多 项 式 一 BODE Q, 上 任意 一 个 连续 赂 贿 函 数 , 
ER EHR l 
下 面 第 二 个 引 理 是 证 明定 理 3.8 的 主要 工具 . 
引 理 3. 蕊 ， 候 定 忆 和 @ 是 两 个 三 角 多 项 式 ， TAPE), 
TP(E)), T 是 按 (3.2) 定 义 在 三 角 多 项 式 类 上 的 算 子 ， 对 d>0; 
yE E, Wwy) =e") BBA, Ya, B>>0, 且 a+B=1 时 有 


CE lima? | P( OOO 


CLOT. 
证 明 因为 (3.12) 中 的 各 式 对 P A @ 都 是 线性 的 , 所 以 我 们 
只 需 对 P(x) -er 和 Q(a) =e", m, REA, WER (3.12) 
可 .根据 Planeherel 定理 和 乘 子 公 的 定义 , Yo MLE 
gim tg mon 和 esiee -elo 的 Fourier 变换 时 , 左 端的 积分 等 乎 
4 289， 


mm; 


| i@)p@)b@de, 而 由 第 一 章 侍 .5) 和 定理 1.13， 我 们 
有 

p(x) — g` *(\e-m|*/a8) (gg) —(n/2) 
和 th (aw) =e "Nera Ba) -0D 
现 假定 mAh, 从 而 (m—-k|>1, HEMET RH A, A 
|e (aw) 1 和 4 所 以 (3.12) 的 左 端 是 有 界 的 ,其 界 为 


3/324 | g` C2- m|*/ae)r (as) ~(/2)g- (ek Bea (Ba) —(n/2) da 
J En 


KeA | +| |. 
! le-mj> 各 *le—ki>ġ 


ypt foc Hy | -|> 呈 上 的 积分 ， 当 s->0 时 ， BF 
g”/2g- (ia —m 8 (a8 (as) —(n/2) 一 致 趋 于 0, 而 因 子 Pe md geya (Bs) mea? 


EE, 上 的 积分 为 二 所 以 当 se->0 m e] AFO XH 
male AL, 进行 同样 的 论证 ,可 知 limsw*| =0, XA 
e 0 |e—kj >} 


nek 时 有 
| (PP) (2) Q (a) da= | Mm) erin re 一 0， 

则 (3.12) 对 mA k 的 情形 得 证 . 

当 m=k h, OIDE ET 
(3.13) lim(sa8) vaf u(x) gt e-m)/e)(1/at1/g) da. | 
由 于 (i/a) 十 (17B) =1/oB, (8.18) 则 是 当 se->0 时 4 的 Gauss- 
Weierstrass 积分 的 极限 . 故 根 据 第 一 章 定 理 1.25， 在 m 属于 
的 Lebesgue 集 时 , 这 个 极限 便 是 &(m) .而 根据 假设 ,2 在 % 连 续 ， 
所 以 上 述 结 论 成 立 ， 这 样 , 就 对 Pw) =P"? =Q@) EBT San 


(8.19)( 因 这 时 f, POTA). 因而 引 理 得 证 ， 


Tn 


我 们 现在 来 证 明定 理 3.8. 为 了 避免 某 些 无 关 的 技术 性 问题 ， 


我 们 暂时 假定 1<p<o, Wt q JE p Mi JEIJE, M 1/pt+1/¢—1, 

Lcg<o, Ri ERENT ASTI, EWE 

AP E a 

(3.14) (|, (FP) (a) Pdo) <A (| | P (a) |?de ) 

如 果 @ 也 是 一 个 三 角 多 项 式 , 则 

(8.15) Jf, O Pwa) OT ws) do) 
SIP] | Pwa! Qwea 

其 中 之 范 数 是 关于 E, RK, H w.(6 汪 0) 是 引 理 3.11 PR) AH 

数 ， 令 a 一 (1/p), B 一 (1/9), 并 用 e? 乘 两 端 ,再 令 s->0, 则 由 引 


M 3.11, mb T |。 PP) Ede 另 一 方面 , Hehe 8. 


1/9 


.| lim e"/2| Pw. iD QWwesalla 


1/p 


=: lj n/2 . PaT enjet , 
«line | (Pw) [207e da | 


/@ 


aE vel |Q(2) | See Iai" da) 


=[f HOKI P Qia) f ac |" 
连同 (3.15) 一 起 ,可 得 | 
h (PP) (@)Q@) da 


/qa 


<I7I(|, IP@ oe) "(| |@@ ede)” | 


最 后 nomal ja) [da <1 的 多 项 式 Q 取 上 确 界 , 则 得 到 


(8.14, RREY T I 在 三 角 多 项 式 上 的 限制 是 ILT, 上 的 看 
RAF, RABBIT |. TÆ KTR HES LCT.) LAME 的 
扩张 ， 且 就 是 此 扩张 满足 定理 8.8, 

现在 来 看 p=1 Pi p= 的 情形 。 实际 上 这 种 极端 情形 要 比 
e J82 。 


一 一 一 一 O e -一 一 … 一 -一 一 一 _ 


我 们 刚才 讨论 的 一 般 情 形 要 简单 得 多 . oF p-1, Mee COR 
们 已 经 指出 过 的 ) 是 第 一 章 定理 3.19 以 及 本 章 定理 3.4 和 3.6 的 
直接 推论 ， 当 2 一 oo 时 ,我 们 做 如 下 论证 : 根据 第 一 章 定理 3.20， 
#2 TE (L°(H,), L°(H,)), 0) TE (14(#,), IE)), 而 且 定 理 
3.20 的 证 明 表 明 , T 作为 LL.) LWAF, 其 范 数 不 会 超过 它 作 
为 LE, 上 算 子 的 范 数 . 于 是 , 从 刚才 所 证 明 的 性 = 工 的 情形 知 ， 
Fear), ICTA). 再 由 (3.4) 知 ， 存在 一 个 Tn 上 上 的 有 限 
Borel E AAFC! 一 | | 5 Tf = fsdu, 但 对 于 让 ET (T), 
Ailfedul.<lflldul. TEER p= 也 得 证 】 o 
推论 3.16 pren 8 中， 若 不 假定 名 在 4 的 点 上 连续 , 而 
改 为 假定 对 每 个 m& A, 有 


(3.17) lim e- | [ti(m—t) Rm) ]dt=0, 


见 生理 的 绪论 仍 威 立 . 

事实 上 ， 条 件 (3.17) JE DAR TERR R (3.18) FÆ, BRA 
fm) ( 见 第 一 章 (4.10)). 

我 们 在 前 一 章 所 研究 的 奇异 积分 算 子 引出 了 -类 重要 的 腰 末 
变换 .在 那里 我 们 曾 证 明 ( 也 可 参阅 第 四 章 定理 4.7、 推论 4.12 和 
©. 10)), 对 应 于 奇异 积分 算 子 全 HRT BR 个 零 阶 齐 次 函数 Gu， 
它 在 单 位 球面 上 连续 (因而 ， FE PRIER wa 之 外 处 处 连续 )， 并 且 有 性 质 


i= Qox jda 一 0， 如 果 我 们 设 zz0 时 u(x) =Qo(a), 及 2(0) 一 
O, WARE 8.16 的 条 件 (3.17) 被 满足 , 因而 , 当 fa) ~ ze" 
时 , 由 Jon 
NEN I Omane i ag 
定义 的 算 子 到 BFT, 7(7T,))， T<2 一 co. 一 个 特殊 的 例 
TE Q) = PP(@)/ |2" 时 产生 的 算 子 ， 此 处 P% 是 Ë, 上 的 
调和 多 项 式 , 它 是 >1 阶 齐 次 的 ( 见 第 四 章 定理 4.5). Qo(a): 一 


一 io s| (j=1, 2, -, n) RF FRIR OL, 就 是 通常 所 说 的 周 其 
Riesz 变换 ( 见 第 六 章 (2.7)). | 


=! ee ee i 四 eo o me a ee sate oe carn re Aa aa m ne - tee : < od 


现在 我 们 来 证 明定 理 8.8 有 逆 定 理 ， 设 入 是 P 上 的 一 个 过 
5% 0B Be, {A(m)} 族 , mEA, 是 由 (Ze 人 ZJ) L? (T,)) 中 的 一 个 算 子 
ARF AM, RETKE A ELEn), I(E) piy 
TERT AREH, 这 是 不 行 的 ， 因 为 我 们 对 和 的 假定 只 是 对 它 
在 网 格 4 上 的 值 有 影响 ， 而 结论 则 要 涉及 它 在 全 En ERE, 
为 要 提出 一 个 有 意义 的 逆 定 理 ， 我 们 注意 到 ,和 若是 (P(E), 
IRE) }-TAF WIR, 那么 对 每 个 se>0, 函数 入 (sw) 就 必定 
也 是 一 个 (19(B,), LE) BAF WRT, 其 范 数 只 依赖 于 入 而 
不 依赖 于 s. 事实 上 , 对 每 个 FES, RAIA (PP) (a) =A) fa). 
TE, MERMET. 为 算 子 TO. 是 第 一 章 (1.6) 前 引入 
的 伸缩 算 子 ), 就 又 得 到 一 个 乘 子 算 子 ， 其 乘 子 是 值 为 (sm) 的 函 
数 . Wb, BPRS l= e lf, MS S= el fle, 我 们 得 知 
IZI=IT]. ARERR, RAE F TRTO EAL eB 3.8 
Fi Ot sa 

8 BARE, bw BENA s>0, fe 
在 一 个 算 子 PE (T), IPT.) ): 
(8.48) Df @)~ D Mem) ane, 


其 中 {am} 是 f EIP(T,) 的 Fourier 系数 ， SRAT TER 
1 了 1 是 一 至 有 界 的 ， 则 入 就 是 (LI?(B,)，I2( 力 ,) ) 型 乘 子 ， iit 
T 是 其 相应 的 算 子 ， WT AE ROR BR sup| F]. | 


证 明 ”我们 首先 把 p 一 co 的 情形 化 为 2= 工 的 情形 来 处 理 . 事 
ESEMI ( 属 如 说 ) 是 三 角 多 项 式 时 , 从 (8.19) 立 刻 推 出 财 偶 
等 式 


8.20) | EAW], (Pg) Sade, 


SPH (SH 章 定理 3.20 的 类 似 沦 证 )| las IPs] (这 
A, TRER LER P. 分 别 作为 OT, 和 LT) 上 的 算 子 范 
数 )， 那 么 ,如果 对 p 一 1 证 明了 本 定理 , RIERA RE A 
MAF TETE), I(E.) 满足 IZ |.<sap| “<sapl2 I... 


ad AZ AL A dn 


¥ | - 


于 是 ， 再 一 次 借助 于 第 一 章 定理 3.20， 就 可 得 到 TCL), 
L°(P.)), AR |P|\..<sup|7.|.. 


因此 我 们 假定 1<p 二 oo, 并 利用 下 述 适当 的 单位 分 解 ; 


引 理 3. 红 存在 一 个 在 中 有 紧 支 集 的 非 负 连续 应 数 
满足 l 


(a) n0) =1; 
(by $ netm) p=, 
为 证 明 这 个 引 理 ， 我 们 选取 任 --- 在 E PARE BAER 
$F PRB hh, 满足 
m1(0) =1, 
{mc =0, mE A— {0}, 
m(x)>0, wEQR,. i 
> nals) =m(2)/ È m (atm), 显然 7a(0) -1, na (wT 7m) = 
1, HERRER n=”, | 
让 我 们 返回 来 证 明定 理 . 为 简单 起 见 ， 我 们 假定 |Z, 
8>>0。 则 当 mE A, se>>0 时 , A|A(em)|<1 (参看 定理 3.1 之 证 
明 )， 因 集合 {em; s>0, mE A} 在 EL, PRE, KARR. 所 以 当 
fC, Ff 也 属于 (BB,), 因 而 和 AF 是 一 个 平方 可 积 函 数 的 
Fourier 变换 . 这 就 使 我 们 能 够 定义 这 样 一 个 算 子 Th FED 
(CS), Tf 是 一 个 函数 , 其 Fourier 变换 是 WF， 即 (Tf)^(w) = 
Afa). RREN 
(3.22) 上 Js. 
为 此 ,对 s>0, 定 义 庆 是 和 的 介 缩 并 周期 化 的 形式 , 即 


— o`” oem 
fe Bi 之 (7+5). 
”于 是 利用 Poisson 求 和 公式 (2.7) 可 得 


(3.23) fe (æ) = > f(em) grima 
RERIK A, WHT oE En 有 
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(8.24) lime" [P.f.] (ex) = IPS] (@). 


这 是 因为 , 从 (3.19) 和 (3.23) 我 们 得 出 
(3.25) =e" [TF .] (ex) = e" 24 ACem) f (em)e™em® 


MAAAR, f E co 处 快速 下 降 ( 即 对 一 切 正 整数 用 
lim |x|*| fæ) | =0), 


HAA fF ESE, BRULEE Riemann 积分 的 定义 ，(3.25) 的 右 端 
在 e 趋 于 0 时 趋 于 


|, MOP Dermat = (LF) (a), 


( 见 第 一 章 推 论 1.21)， 因 此 等 式 (3.24) 得 证 。 此外, An ERA 
9(9) 一 二 所 以 对 于 每 个 zE 歼 ,我 们 还 有 


(3.26) lim e"[T,f,] (ex) (ex) = (Tf) (2), 
由 于 TF. AE, 故 得 


e f IPF) (ee) n(ex) [Pde 
= arn] \T Fs (a) [? [mw) 1]? da 
=o" | EF) @ ?mCwtm) J do, 
PEHIA 3.21 和 假设 |7,1,<1, 就 有 
(3.27) | [ jon (PF) (ea) (en) |? dz 
< erp- | [F.C%) |da, 


对 于 充分 小 的 s，e-"f (w/e) 的 支 集 全 部 位 于 Q 的 内 部 , 此 时 ,对 
于 wEQ,, 有 8"f(z/8) 二 =,(w)， 因 此 当 8 很 小 时 , (8.272) 2 
等 于 


een le" f(a/e) |? ds = gn) [e"f (a/e) |? da 
=|, f@) Pda, 


e JRG v 


现在 对 (3.27) 的 左 端 应 用 (3.26) 和 Fatou 引 理 ,就 得 到 
[1D @)\rde<| fæ) 7de, 


这 就 是 要 证 的 不 等 式 (3.22)，、 又 由 于 类 2E (Ey HAR, 1< 
有 <co, 则 定理 得 证 . |) 

定理 3.18 及 其 前 面 的 说 明和 年 理 3.8 一 起 ,有 下 述 明 显 的 推 
te: 

推论 3.28 7 | 和 1 了 TI 分 别 表示 定理 3.18 中 出 现 的 公 和 也 
的 算 子 范 数 , 则 sup] T. [= ]T|. 


$4 低 于 临界 指标 的 可 求 和 性 SERED 


BED 4ame "是 一 个 可 积 鲨 数 f 的 Fourier 级 数 . 推论 
2.15 指出 ,如 果 a 大 于 临界 指标 (n 一 1) /2, 就 成 立 等 式 
(4.1) lim 3) (1-2) cage? = f (2) 


Roo jmi<ck 
(几乎 处 处 成 立 ， HRR L 范 数 取 时 亦 成 立 ).。 我 们 自然 会 
E, 4a<(n—1)/2 HEEZE. 在 这 一 节 我 们 主要 考虑 a 一 
(n 一 1)/2 以 及 wx 一 0 两 种 情形 . 

为 了 对 这 个 问题 有 透彻 的 理解 , 我们 先 来 复习 一 下 n 一 1 时 的 
古典 结果 . ”这 时 , 在 刚 界 指标 (a 一 0) 的 可 求 和 性 与 通常 的 收 线 性 
是 一 致 的 Kolmogoroff 曾 证 明 ， 存 在 一 个 D 函数 ， 使 得 极限 
(4.1) Æ a=0 时 对 每 个 z 都 不 存在 . 但 是 对 函数 有 一 个 局 部 
化 结果 ， 即 ， 对 给 定 的 z， 只 要 了 在 zx 的 一 个 任意 小 的 邻 域 里 是 足 
够 正则 的 ，(4.1) Meo 成立 ， 而 对 于 CD p>l) 中 的 
Carleson 和 Hunt 有 一 个 结果 . f 的 Fourier RB LF AAW 
于 fle). 另外 还 有 M. Riesz 的 一 个 较 早 的 结果 : 4 1<p<oo 时， 
依 范 数 收敛 是 成 立 的 . : 

现在 我 们 会 看 到 ,在 ”> 工时 情况 相当 不 同 . 这 从 下 面 三 个 事 
实 可 以 看 得 很 清楚 

. 2837 。 


定理 4.2 存在 一 个 了 ED(T,)， mn 之 1, 使 


n-1)/ 
lim sup > 5 (1- [m]? imi" 1/2 Bm grma | = CO 
jae | <i R? | 


| ALISA a RY, 且 可 将 这 个 函数 构造 得 使 其 支 集 位 于 原点 的 
任意 一 个 给 定 的 小 邻 域 中 “. 
定理 4.3 三角 级 数 


Fr dd 


(4.4) Z iml —(n/2)+1/Ap2zim e 
几乎 处 处 发 散 ， 更 具体 地 说 ,对 几乎 每 个 2EQ,, 有 
lim sup oni Im | -a DEF mime = 00, 


又 由 定理 2. 17 知道 ， 级 数 (4. 4) 是 一 个 函数 的 Fourier 级 数 ， 
BRL yoryele| Atb), HP bEO"(Q,). 这 样 我 
们 就 还 有 下 述 推论 : 
推论 4.5 存在 一 个 属于 到 (7 的 函数 ， p<2n/(n+1), 它 的 
Fourier 级 数 几 乎 处 处 发 散 . 
所 以 当 维 数 吨 充分 大 时 , 对 于 一 般 的 LP CP) RR, P<2, 几乎 


处 处 收敛 性 不 成 立 。 至 于 2 一 3 的 情形 如 何 ， 则 是 个 没有 解决 的 问 
题 . 


上 述 这 三 个 事实 都 基于 下 面 的 引 理 : 
引 理 4.6 #a>1, WLP ced, 有 


(4.7) lim sup | >. (1- Amy grime | -oo 
我 们 分 成 几 步 来 证 明 (4.6)、 在 这 过 程 中 ,我 们 令 
r= Bulge 
spe EPO aE Ka 
aj 4.8 OAK, BE 
5, (1- ICAA ein 一 co， 


4) 由 这 个 定理 立即 可 知 , 对 于 临界 指 慰 ， 无 论 是 几乎 处 处 可 求 和 还 是 局 部 化 结论 
都 不 能 成 立 。 
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lim sup 


Roo 


A 
< 
li 
fe 
4 
Y 
¥ 


则 
lan |? ~” aim. 
(4.9) sup sup PAE 1) e 


a@>(n-—D/2 R>0 
这 个 简单 的 引 理 说 明 ， 把 我 们 的 问题 归结 为 a>(n 一 1)/2 的 
情形 可 能 是 有 益 的 , 那 时 就 可 以 直接 应 用 Poisson 求 和 公式 了 . 
为 证 明 引 理 , 我们 先 注意 到 从 等 式 ? 
tl Lo 十 6- | — e\l-ioð 
ere T+il) | (23 ds 
ZR AR A AC He s= 9° — [rm |?, 推出 
| (R? — 9°?) 4-1 (1 mit ) y” da 
-f (R? -— p?)F-3 r? — | 72 | 2 ) (n-1)/2,5 da 


~ REAL (nk 1/211 (4_ Lm [Pyer 
Tins 1/278) 

-a271 S C O 
令 =a- Tn O2” 


并 交换 求 和 与 求 积分 的 次 序 , 就 得 到 
rra = y (1 LRE) em 


pajn 


R n- 
= 之 Jen” | (Rh? 一 road 一 tml | ) ue 和 dr} egitim a 


a m1/ 
-op 人 六 (人 et ed. 
就 是 说 ， 
(4.10) KEC) = eR | K, (a) (R r)" dr, 
MÉ, # lim sup| KRCa) | <00, M sup |K rC) |= A<oo, 
于 是 由 (4.10) 就 有 
| EEC) | <A {oR-* | (Br) ar, 


一 oo. 


>0, co 一 


5) 从 著名 的 beta 函数 和 gamma 函数 的 关系 | bo-1(1—t) yl1dt=T (2) I (4) / 
Pty), 经 变量 代 换 , 立即 可 得 这 一 等 式 。 
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而 式 中 括号 内 部 的 式 子 恒 等 于 1 ( 易 从 (4.10) 中 考虑 常数 项 而 铬 
出 )。 因 而 
sup IK% (x°) |<sup [Kræ]. 


sup 
a>(n—1)/2 R> 


引 理 4.8 得 证 ， ] 

现在 我 们 来 描述 (我 们 认为 ) 使 (4.7) 成 立 的 点 集 S， 设 A 是 
如 下 点 2 的 集合 ， 它 使 可 数 实数 集 {ix 一 m|; mE A} 对 有 理 数 线 
EEX. 显然 ,在 一 维 情形 8 是 空 的 , 而 我 们 将 证 明 ， 当 xm> 土 时 ， 
S 的 余 集 是 零 测度 集 . 

引 理 4.11 ES, t 


(n—1)/2 
lim sup ZG- jm) 6 
证 明 #Ha>(n—1)/2, miie(2.14) 前 面 的 说 明 , 我 们 可 以 应 
用 Poisson 求 和 公式 而 得 到 
(4.12) KF&%(v) 一 下“ 有 (十 二 R- 
x 之 J n/n 4a(20R |e —-m|)/ |a—m | (n/2) ta 


一 Oo 、 


根据 | |2°— m | —atinti)/2 | 272 | Za+(n+1)/2 | <A|m| —at(nt+3)/2 
以 及 2 | 和 | "<0, 
Im|>0 


FA 3A PG S| 3.11 中 对 Bessel RAAE Cha SA R 
注 ), MOEA, Ri 


n—i —a 
(4.13) EKZ =R? > cos (2a Rym do) +H(R, a), 


. m+ Ym 
其 中 ym 一 区 一 m|, 并 且 Sup , sup RIE(E, a) |<, 
由 恒等式 (4.18) 又 推出 , 4 ADO 时 ,极限 
(4.14) lim 7 1 f Kpa "8 dR 


> T 
FE (=a(A)), 此 处 
Cyn, A= Ym 


a(n 

a) =o) 当 入 为 其 它 值 . 

(为 证 明 (4.14)， 先 将 人 (4.13) 对 已 积分 ， 再 令 a>(m-1)/2, R 
»。 290°." 


后 再 令 T3500), FRM SIEM, 4 OCS BH, (4.14) 与 
lim sup | op (a) | <0 是 不 相 容 的 . 

S31 4.15 2K EU, œ) ETER RAA, WHEW ASO, 
lim $ | K (Det dt a(n) tite, A (2) Sette aA) £0 AY 


集合 , 并 假定 这 个 集合 对 有 理 数 线性 无 关 ， 那 么 ， 
(4.16) Ela) | <00, 
证 明 BL Xu …， Mn 是 A 的 任 一 有 限 子 集 ， 记 
a(A;) = [a Oy) [ews, AC) -1l (1+eos(2x%t— po3) ). 
由 {2} 的 线性 无 关 性 可 知 , Lim 而 | Adi =1, 而且 
i < 
lim 而 | K OAF a0). 
由 此 可 推出 D lay) |<eup| A (E) |. (4.16) 和 引 理 4.15 得 证 .】 
因为 Yn" =D) m|" = 00, 
By I 2 ES 时 ， lim sup |K) |=, F5 4.114. ] 


为 了 证 明 我 们 的 主要 引 理 ( 引 理 4.6)， 只 需 证 明 下 面 的 结论 ， 
引 理 4.17 若 n>1, 则 8 的 余 集 有 零 测度 ， 
证 明 假定 dmo am s Om, 是 非 零 有 理 数 ( 与 格 点 Mi Ma, 
…, mw 相关 联 )， 令 


k 
D (s) 一 之 am| — m|, 


WADE m 有 奇异 性 , j=1, 2, +, k, MK Ow) 40, mE PEE 
通 集 H.-A 上 是 实 解析 的 . 但 是 一 个 非 零 实 解析 函数 只 能 在 一 


个 Lebesgue 零 测度 集 上 为 零 ,因而 
(4.18) TOP am, |© — m| 一 0 


只 能 在 零 测 度 集 上 成 立 . 又 由 于 只 有 可 数 多 个 这 种 点 集 (每 个 这 
种 点 集 与 非 零 有 理 数 cm，…，cm 的 一 种 选取 相关 )， 所 以 它们 的 
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引 理 4.17. ] 
现在 来 看 看 我 们 已 得 到 的 结果 . 设 po 是 Dirac 测度 , 则 
duo~ = grime 


所 以 根据 引 理 4.6 A, duo 的 Fourier-Stieltjes 级 数 ,在 临界 指标 
对 几 平 每 个 wEQ, 不 能 用 Riesz 平均 求 和 ， 为 完成 定理 4.2 的 证 
明 , 我 们 用 “尖峰 LA 函数 代替 bo. 

B y Ee E, 中 的 非 负 CO” BHA, 其 支 集 在 召 , 的 单位 球 


ll si 内 ,并 满足 | W(e)do=1, LHD) 一 | yarda, 
p(w) =e" D b((w—m)/e), TA HH Poisson 求 和 公式 得 到 
(4.19) p(s) ~ 2, P (em) g rime 


我 们 来 证 明 , 可 以 找到 两 个 由 正 数 组 成 的 零 序列 {ex} 和 {6x}， 
使 得 函数 


(4.20) f(a) = Š 2*(p,(@) ~ oe)) 
ET), 并 满足 定理 4.2 之 结论 . 
设 Ss 是 如 下 定义 的 算 子 ; 当 fo 3) onesrm 时， 
m 2 \ 670/2 20 tm.@ 
(Saf) (0) = D RA anette, 
首先 我 们 有 
(4.21) sup | (Sap) (2) |<As™, 
事实 上 ,有 
sup | (Sepe) (æ) [< 之 [Bem) | 
= (Prem lt Bi Blem |, 
mi A R|D Cw) | Ai le PC) | 都 是 有 界 的 ,所 以 我 们 有 


6) 读者 应 注意 , 这 个 证 明 对 % 二 1 不成立， 因为 那 时 @ 由 若干 4 段 ” 不 同 的 线性 洱 
数 合成 。 换 句 话 说 , 当 % 一 1 时 ,Bn 一 4 是 不 连通 的 。 
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(i D lem) [<Ð] By 1= DN., 


Imi<1/e 
这 里 本 (<e "的 常数 倍 ) 是 满足 |m| 二 14/8 的 格 点 数 ; 并 有 
(ii) de | D (em) | <{sup | a | | D(a) | HD, | em | —(n+1) 


= {sup |a HBa) Jem S [m eD 
TE Ly, 


Imvel/s 
<Be™. 
从 这 两 个 不 等 式 就 可 得 出 (4.21)， 
我 们 再 构造 子 集 EC, 其 测度 为 |]Er1 之 1 一 4/%， 且 取 一 个 
正 的 递增 序列 {Rx}, 使 ZE rN, 
(4.22) sup | (Sef) Ca) |>, 


易 知 , 一 旦 这 样 做 好 以 后 ,就 证 时 了 定理 4.2.， 显然 定理 4.2 的 第 
一 个 结论 从 (4.22) 立 刻 可 以 推出 ， 而 第 二 个 结论 , 则 是 下 述 事实 
的 推论 : p 的 支 集 在 @, 内 , 且 位 于 以 原点 为 心 、s 为 半径 的 球 内 ， 
因而 从 f 减 去 级 数 (4.20) 的 部 份 和 ,就 得 到 满足 (4.2) 的 两 个 结论 
的 函数 . 

现在 假定 对 于 i<j<k-1, e, 5, RAC REM, RN 
来 说 明 如 何 选取 Ex, Òr, Re Cy. 我 们 总 是 选取 rdr HR 6 
足够 小 , 使 得 


(4.23) sap |Sa(pe— gu) |<1. 

如 果 对 每 个 都 能 做 到 这 一 点 , HRH >EN, RA 
(4.23) SUD [SR Peu = Po) | <1. 

而 由 于 


im | 


A(d.—&%) D |m| 


IND) < dl pny 


sup |E RC Per Pa) |< 之 [P (erm) — P (Sym) | 
< 


< A'S, (Ry_i)"7}, 
Hit (4.28) FE 5 足够 小 时 是 可 以 实现 的 . 
再 令 4 是 一 个 正 数 ,满足 
(4.4) A> sup {192p — pa) (o) —2¥94,(2)) |}. 
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A 44 (4.21), 所 以 这 样 的 有 限 常 数 44 是 存在 的 . 

IW, Ax M òr BZR, X sx 只 是 限制 了 sok。， 我 们 现在 
再 给 加 上 一 个 条 件 ， 它 能 使 ps 实质 上 充分 接近 于 duo, 就 是 
说 .我 们 知道 , 在 Bx 足够 大 时 ,根据 引 理 4.6 的 几乎 处 处 发 散 性 ， 
有 | 
(4.25) sup 2 一 | (Sado) (a) | > Apth+2 


在 集 CR 上 成 立 ， 其 测度 为 [| 之 1 一 1/8。， 市 gs 的 Fourier 
级 数 当 s 一 0 时 逐 项 收敛 于 duo 的 项 ， 故 选 充 分 小 的 sx， 就 得 到 
对 CEE, 有 

(4.26) sup 2 一 | (Sepa) (2) [> An tht, 


RE, H (4.25) A (4.26) BE PI Wa eH ex, Re 和 Er, 

我 们 现在 来 证 明 (4.22). 将 f 写 为 

f= 92 27 (Pe, Pz) = 2 pa +2 pa 

| +{2 2 (Ps; — Po) I. 
WF eh, 考虑 sap |S H. W424), 所 以 第 一 个 括 
号 里 的 值 最 大 是 4x， 由 (4.26), h A — RRE EN A, +h +1, 
而 最 后 一 项 的 值 不 超过 长 由 (4.23))， 这 就 证 明了 (4.22). 于 是 
定理 4.2 证 毕 . 】) 

现在 来 证 明定 理 4.8.、 首先 我 们 断言 ,若是 对 某 个 zw?, 有 


St ~(n/2)+1/2_ Anim. gt 
oom. ,之 ， [m | 6 |<, 


则 有 
4.27 sup RT YD+1/3 | tad 一 oo 
) oR 0s 名。 . 
这 是 因 为 ， 若 令 Or” ` | 17 | =n 2)41/2eaaim e° 则 得 
Q- potje dè 
em | god do 
O<|mi<R 1 t 


a R 
= R271 IO -ouei | Gt"/ 2 3/2 dt, 
1 
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\ 由 此 可 见 ，snp |or| <o% (4.20). 


其 次 我 们 证 明 , 对 每 个 使 
|m | 2N OTD amima = 
em Pa R? ) É °° 


成 立 的 (HIR 4.6, 几乎 一 切 2° CQ, 都 满足 这 一 关系 ), A 


su RPR- /D+1/2 CT = 90 
are | 之 | ° 


这 联 是 说 , 我 们 要 证 明 , 对 满足 
sap |E r) |= sup |e? (w) | oo 
BY SE 2°, 成立 着 


sup R-0/2)*1/2| KO (oo) 一 工 | =o, 


当 m% 是 奇数 时 ,这 是 容易 做 到 的 ， 事实 上 , 最 简单 的 情形 是 %=8. 
我 们 就 来 考虑 这 种 情形 , 这 时 临界 指标 为 (n 一 1)/2=1i， 对 固定 的 
a, 我们 记 

Falt) = (2) = DE, (é— |m [> erme 


显然 在 a> M, A (G/dt) Fat) =eF 10), RAE 
(4.28) | Fa) | <AB?, 1<t<oo, 
事实 上 , 4 a> (n—1)/2 时 , 可 以 对 KF (ao) A Poisson RAZ 
式 来 得 出 (4.12). 由 此 , HARAR |J ara nR) | SARV, 
Rel Pa S| BB 3.11), 就 得 到 
| K% (a) | SARTID, 1<R<o0. 

而 根据 Fa 的 定义 , 此 不 等 式 等 价 于 (4.28). 

F |R O OHAK RA) | 过 4, 则 ( 因 w=3) 有 


a.) LERO 


再 利用 ,的 到 二 阶 导数 的 Taylor 展开 ,我 们 就 看 出 
(Fath) Fa) AEO <A- sop (FSC) |. 


A h= 0, M re (4.28) P (4.29) ae HA FLC) |< Be, 1<t<00, 
RP ALF) |<Bt/2, 因而 sup |Ka()| <B. 这 就 证 明 


O< we < 和 


= | Fo(t)|<At?, 1<t<oo, 
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PARZ sup |K r2) | = 00, RA 
sup Ro /VI ko (x) —1] =, 
R>0 


于 是 对 于 %=3 的 情形 证 明了 定理 4.8. noil 的 其 它 情形 是 类 似 
的 ,但 更 复杂 一 些 ， 所 需 用 的 方法 将 在 (6.10) 给 出 . e] 


$5 低 于 临界 指标 的 可 求 和 性 
设 >> ane im” 是 图 数 了 的 Eourier RB, A 


Sk(f) (2) 一 ian (1 一 sa 


是 它 的 a 阶 Riesz 平 均 .我 们 用 S?(fXz) 表 示 相 应 的 “ 极 大 函数 , 即 
SECS) æ) = sup [S%Cf) (a) |. 


在 这 一 节 里 我 们 会 看 到 , 当 fEL(TL,), 1<p<oo 时 ,对 于 临界 指 
标 以 下 的 可 求 和 性 有 一 些 肯定 的 结果 .所 给 出 的 定理 ,从 第 和 4 节 的 
RAB HK, 并 未 完全 解决 多 重 Fourier 级 数 的 可 求 和 问题 . 但 就 
现 有 知识 来 讲 , 它 确实 给 出 了 最 深入 的 结果 ”. 


定理 人 .1 设 1i<p<o0, n>l, a>(n+1) 5- 1 | ny 


| p 
(a) | St(f) lS áp all F | P3 
(b) 对 几乎 每 个 mw lim 8% (f) (a) =f), 


(c) 当 Roo 时 , ISACA —flp>0. 

这 个 定理 将 由 两 个 引 理 以 及 由 线性 算 子 之 模 的 复 凸 性 得 到 的 
两 个 引 理 中 的 估计 式 的 综合 (第 五 章 定理 4.1) 推 出 ， 第 一 个 引 理 
是 第 2 节 中 0 大 于 临界 指标 的 一 些 结果 的 重 述 ， 第 二 个 引 理 则 是 
a 接近 于 0 时 的 一 个 结果 .第 一 个 引 理 如 下 . 

5186.2 4 a>(n-1)/2 时 ,定理 5.1 之 (3) 成 立 . 

我 们 提醒 读者 ， 当 a>> (2 一世 /2 时 ， 定 理 5.1 2 (a) Mb) RB 
包 仿 在 定理 2.11 中 ,特别 是 包含 在 它 的 推论 2.15 r, 
”7) 见 Fefferman[1] 最 近 的 结果 . 
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证 明 BSET). RSM BWA EAI S. 
由 推论 2.15 (和 它 前 面 的 评注 ), 我们 知道 ,对 一 个 适当 的 g, 有 


SECf) oD =| Boytm)f (oy) wy 


=|, Pf (0) oy, 


其 中 p(s) =e "p(a/s), e=1/R, 
在 对 SE f) = sup [Si CP) | 证 明 (a) 时 ， 我 们 只 需 考 虑 R> 


的 情形 ( 即 e<1), RA R<1IN, RAB SAC) =m, H laol< 
Flasi. WES 


f0, 4 |z|>1; 
KD- en 当 |z| <I, 


显然 有 (f, IF) Pde) <A (|, If@) lras)”, 
并 且 
p) 四 =-| ,po f(y) dy 


+| p.(a—y) fly) dy, 


我 们 已 经 知道 ( 见 (2.14) 前 面 的 一 段 ), 此 时 

pa) =D (a+) |w] od 
从 而 根据 第 四 章 (3.12) 知 , |p (aw) | SA+ |a|), 其 中 3=w 一 
(n 一 1)/2.， 因而 ,有 如 定理 2.11 的 证 明 所 示 , 我 们 有 


iss pe (@ =y) Fy) dy 
<A ECS [m|| 0 lda, 


而 f eeu) F@)dy=| pa- uy, 
所 以 由 第 二 章 (3.9) 就 知 , 当 p>1, a> (n—1)/2 时 ， 
ISEA l< Aoal fle ] 


我 们 求 对 Riesz 平均 Sh 做 些 一 般 的 说 明 .， 在 引入 Riesz 平 
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均 时 ,我 们 作 了 一 个 隐 舍 的 假定 , 即 指标 a 是 非 负 的 .然而 在 所 给 
的 定义 中 ， 并 没有 限制 不 能 考虑 a 是 负 的 或 甚至 蚌 复 的 情况 。 事 
KE, S% 作为 a 的 解析 函数 的 性 态 ， 将 是 我 们 应 用 的 主要 工具 之 
一 下面 的 天 结果 就 包含 了 人 负 阶 六 二 的 情形 . 

引 理 5.3 设 


mre) sap (g LISOA). 
则 当 SELT), o> — n, 
(5.4) MCP) [S Aalf lo. © 
证 明 RUSE G): 
aA @=(( se N@ -SEP OF Ze)” 
RIME, 4f ELT), a>— >, 
(5.5) IGCP) 1s< Aal fla. 
事实 上 , 由 Parsoval 公式 和 Fubini 定理 ,可 得 
Ia 


-PCR -0EY 


-perf ey 


2 
nl) 2 


= Oa Z | Gm”. 
这 第 三 个 等 式 是 由 下 述 事实 推出 的 . 
f -JP 可 
im! Rt R? R 


-| (1s) ds=0, 
= [2( ae (2a-+2)]~*, 
其 中 最 后 一 个 积分 在 a> — > 时 收敛 .于 是 得 
ESS Soe eee cert rT etree 
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|G) |2= Cat! fh laol”. 

这 当然 是 (5.5) 的 一 个 更 精确 的 形式 ， 而 从 (5.5) 则 很 容易 推 得 引 
理 ， 首 先 注意 到 由 GA 的 定义 ,有 

sup gh, SEE (@) -8A (0) dt 

SIEF) P, 
于 是 
5.6) Mf) (8) <M f) (0) +6*(f) (0). 
因而 重复 应 用 (5.6) 就 得 到 
6D M*(f)<M**(f) +G f) +S) 

+e AAP, 
AE, RIER k>n/2, Watk>(n—1)/2, HFM 用 小 于 
或 等 于 NOG), RATSAM 5.2 (到 p=2) 而 得 到 
(MP) 1s<41f]s. 此 不 等 式 连 同 (5.5)( 应 用 到 G*(f),G**1( 了 ) 
+, GAA) 上 ) ,就 得 出 (5.4), 引 理 得 证 。 】 
只 要 我 们 能 得 到 一 个 公式 , 把 给 定 阶 的 Riesz 平均 玫 示 成 更 

低 阶 的 Riesz 平均 的 平均 ， 我 们 就 能 应 用 引 理 5.8， 这 里 所 要 进 
行 的 运算 都 已 在 引 理 4.8 的 证 明 中 做 过 了 ， 实 际 上 ,由 等 式 


[m |2\e+ ap 
| (1-1) =O R 
a _ ovp-iostf | | 
x | (R ae (1 “tah dt 
(其 中 Cg,,=2L(8+8+1)/L (8+) L£ (8) ) 立即 给 出 所 要 的 表达 
式 , 即 
(5 , 8) NA — Og :R38 | (R? — t2) B—142ô+1 S? dt, 
于 是 可 得 | 
[Sete F) (Œ) | < Og, .R28-26 (|， | (下 一 区 ee Pet) 
x RAR SCF) (0) Pae), 
因而 ,对 一 切 R> REAR 便 得 
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(6.9) SENF E)KO MS) a), 4 B>S. 


最 后 , WR a>0, 取 有 和 8 使 得 B+5 一 om 5>, >F. 


则 结合 (5.9) 和 引 理 5.3, 我 们 就 得 出 下 述 L 中 的 基本 不 等 式 ， 

51385.10 车 a>0, 则 对 I(T,) 中 之 一 切 , 有 

ISS(f) la Aa lf la. 

BAVC PEM 5.1 的 证 明 ， 而 先 来 看 看 我 们 已 经 得 
到 了 的 结论 . 定理 5.1 的 主要 部 份 是 极 大 不 等 式 ( 定 理 之 (a)), 只 
要 有 了 它 ,其 余 的 则 都 是 常规 的 结果 ， 当 p 接近 于 1 或 oo 时 , (a) 
实际 上 已 经 包含 在 引 理 5.2 H, 此 外 ， 引 理 5.10 给 出 了 在 p 一 2 
时 的 不 等 式 。 从 这 些 特殊 情形 再 利用 第 五 章 第 4 节 建立 的 插值 定 
理 , 就 能 得 出 一 般 的 情况 .虽然 这 种 做 法 的 思路 很 简单 , 但 详细 做 
起 来 却 有 些 复杂 ， 首 先 需 要 的 是 把 刚才 谈 到 的 两 个 特殊 情形 推广 
到 复数 阶 a 上去， 这 种 推广 是 一 个 非常 简单 的 一 般 原 理 的 直接 结 
果 , 这 个 原理 是 说 , 车 在 w>0 时 , 对 S82(f) 有 一 估计 式 成 立 , 则 对 
Sz? (F) (其 中 d 是 满足 Re(a) >a 的 复数 ), 亦 有 一 个 相应 的 估计 . 
这 是 从 公式 (5.8) 取 5a, +50 推出 的 (这 时 Re(B)>0), 事 
实 上 ,我 们 有 | 


82 (f)<S2 (f) Ons |, Hs) es ds 
0 
而 由 于 工 (二 1)<|T(Re(e) 十 二 |, 则 得 
(5.11) 8? (f) < Dass (f), 
其 中 De=I (Re(8))/IT(8)|. 
因为 算 子 f->52 (f) 是 非 线 性 的 ， 而 我 们 又 希望 对 线性 算 子 
使 用 插值 定理 ,所 以 就 需要 引入 另 一 个 技术 手段 ， 为 此 ,我 们 设 多 


9) 注意 ,车 p> 却 , 则 
R1-48-40 ix (BR? — $2) 6 -172541/2 a= |" | (1— £2) 4-1p2842 | 2@t<eo, 
0 0 
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(5.12) (Eka Cf) (@) (SS? Cf) (a), 
而 我 们 说 这 个 不 等 式 之 如 下 的 道 也 成 立 ， 
(6.13) Sup [Ska Cf) (@) o= IRC) (x) lp. 


RHRAA, RMA € 中 找到 一 个 序列 Ri), Raw), +, 
R(x), -， 便 得 对 一 切 vE Tas 有 
lim |Sk x(S) (x) |= sup |9% (f) (æ) | 一 5 (A) C). 


我 们 现在 固定 一 个 元 素 REC, 考虑 线性 算 子 
(5.14) f —> Sim (f) @) 
和 它们 对 参数 o MPT KBKAR. BERRY, 并 且 f~ 
>>} ane" APR@®)ARAR MEA AMAA), 容易 看 出 

Stan A@= ,总 ME -By) Gnome 

对 a 解析， 而 有 旦 它 在 复 a 平 面 的 任何 垂直 带 域 中 ， 按 第 五 章 定 理 
4.1 的 意义 ,有 容许 增 量 . 

B a=u-Hir, moO, p>(n—1)/2. WAH (5.12), (5.11) 
和 (5.10)， 取 w = uotir, a= uo/2, B= (0/2) tiv, 则 对 一 切 简 
KRZ f, RATE 


(5.15) [Iray Cf) (2) fas Ao) fls. 
1 0/2) l my 0) 
其 中 ， Aol») <A TT TA mi, 19 


重要 的 是 要 看 到 4o(2) 的 界 是 不 依赖 于 REC 的 选择 的 。 类 似 
sis, a (6.12), (6.11) (6.2), Ra’ = uair, a= lant (a 1)/ 
2], B= Flu (n—1)/2] +ir, WX} — YI fri ew he f FA 1<pi< 
œ, m> (n—1)/2, 有 


10) FP QLA FARE [Pu /2) +e | NV 2mm |r |UD r2 (v>), 来 得 到 
Ao HS SRM ai. BRUT pa eH 4.1 是 不 需要 的 . 
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(6.16) DEORAO 
其 中 Ap (v) SAn, SCHL AURET RCo), 

现在 ， 我 们 借助 于 第 五 章 插值 定理 4.1， 保 持 那 里 的 记号 不 
变 ， 并 设 O<t<1, ze=2， 以 及 中 是 (6.16) 中 的 指标 ， 如 果 风 = 
Holil —t) + Uzt, 1/p= L(1— t) /po 个 (t/ pa) = (1— t) {2+ (t/P1), 
那么 我 们 得 到 


(5.17) | Shay (Cf) (x) lpSAy IF ll. 
A 也 与 RBR(w) 在 当中 的 选择 元 关 ， 而 由 (5.17) 和 (65.18) 可 得 
(5.18) ISECA) losl |v. 


RIIE, (6.18) 3} p 入 的 限制 正 是 定理 5.1 的 条 件 , 即 1< 
p<oo, w>(n~1) 5 — |. RAIL —F, wo>0, m> (n—1)/2 
Al L<pi<oo 在 其 限制 取 值 的 范围 内 是 任意 的 ， 而 aol- 
D +t, L/p=(1-#)/2+ (t/p). MRE p<2 时 , BR Ad, 
po 一 0, pa 一 (n 一 了 /2， 则 经 简单 计算 可 知 p(n 一 了 [三 一 去] 
u 显然 是 Pi、 jo 和 jou 的 连续 函数 (把 ;用 这 些 参数 表示 出 来 ， 就 
TAM). WAR p>>1， wo>O, m> (n 一 了 /2, 则 由 连续 性 ,我 们 
总 是 可 以 认为 任 一 都 是 满足 p> (n 一 了 (三 一 豆 )， 车 p>2, 具 
要 开始 时 取 poo， 其 证 明 就 完全 类 似 ， 这 就 完成 了 定理 5.1 之 
(a) WEBI, 

由 此 ,根据 第 二 章 建 立 的 关于 算 子 族 收 全 性 的 一 般 原 理 , 就 可 
推出 (b) 和 (6) (参看 第 二 章 定理 3.12)。 因为 那 时 , 若 取 了 是 三 角 
多 项 式 (三 角 多 项 式 类 在 LT) PBR, p<), MABE ad, 
lim S4(f) (2) R@—- BAF f. 】 


$6 进一步 的 结果 


61 BY FA WE BH 2 BA 2.17 时 所 用 的 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 下 
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述 各 级 数 都 是 各 羡 数 的 Fourier 4%, XR AER AM 
本 立方 体 上 是 周期 性 的 和 连续 可 微 的 ， 而 且 这 些 级 数 具有 性 质 
(a) 当 |z|->0 时, 书 |m|-"emme 浙 近 趋 向 于 olog(1/ ||) 


(b) 车 Pi 是 1 阶 齐 次 调和 多 项 式 , M Sy [m| EPC) 


-em 是 有 界 画 数 ; 

(0) 4 Px 是 X=0 阶 齐 次 调和 和 多项式, 0 二 a<n, 且 5(w) 是 一 
个 缓慢 地 趋向 oo 的 适当 的 函数 时 (例如 , 在 |z| 较 大 时 ,5 可 取 作 
(log|a|)*, (log(log|#|))°, exp(log|a|)7/?, 等 等 ,也 可 以 是 这 些 
PR HY AB HG) , WX fae | 0, 有 E m|] m |) Py (m) 


渐 近 趋 问 于 elzj eA el) Pi. @). 对 于 一 维 的 理论 , 可 参看 
Zygmnnd (ij, n 维 时 参看 Wainger [1]. 
6.2 还 可 借助 Poisson 求 和 公式 得 到 一 些 不 同 特 性 的 例子 . 
(a) 4 cx#0, e>0, 则 =, e0tim) log |} |m | 76702m im- 是 一 个 


连续 周期 函数 的 Fourier 级 数 ; 
(b) 当 维 数 ”是 偶数 时 ， p>) |m |7" (log |m | ) -+e ett log mpa 


grain’ -A O 类 丽 数 的 Fourier 级 数 ， 其 中 c0, 0<a< 
2/m。 但 它 不 是 绝对 收敛 的 . 

在 一 维 情形 时 ， 例 (a) 是 Hardy—Littlewood 给 出 的 . (a) Al 
(b) 均 可 参阅 Wainger[11, 那里 还 研究 了 其 它 一 些 例子 、 顺 便 提 
一 下 , 例 (b) 表 明 , 推论 1.9 不 能 再 有 多 大 改进 ， | 
8.8 下 面 所 述 的 给 出 启发 性 公式 (2.16) 的 一 个 解释 ， 设 
Px(w) 是 上 阶 齐 次 调和 多 项 式 ， 固 定 w 考虑 w 的 下 面 两 个 函数 ， 

>> Pr Cm) eims Re(a)>n, 


[nl*te 


—1 Py (@t+m) -一 
和 Yak >> [æ+ m | Brena ’ Re (a) <0, 


其 中 Yond "PD (b+) /2)/E((nt+hk—a)/2), 这 两 个 a 的 
函数 在 它们 互 为 解 术 延 拓 的 意义 下 是 相等 的 (参看 Hecke[1] 和 
Bochner [6] ). 
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6.4 BSCE, EM MEN TE AAR. 假定 |8|> 
2"， 则 8 至 少 包含 一 个 异 于 0 的 格 点 ， 这 个 古典 的 Minkowski 
定理 可 以 利用 Poisson 求 和 公式 按 下 述 方法 证 明 , S Site; 20 
CS}, p 是 Sis 的 特征 函数 . 令 =p. FÆ f= l> 可 以 
证 明 , 如 果 原 点 是 S 内 仅 有 的 格 点 , 则 当 mm 关 0 时 , f (mm) 一 0、 而 
H Poisson RAAR Df(m)=T fm) Rar, FU4ORSA 
仅 有 的 格 点 时 , fO) =I Fim) > PK0) (3x4 £0) =| p@)ae 
= [Ssa AR FO) =| fdo Sua? FR, 证 明 概述 可 追 滴 
F Siegel [71], 

6.5 设 D ane’ RAE HERE RM, n PR 


中 m org fk 
— bm ~ CIM k=l, eee on, 
m+ |m 


FEB USERRA Riesz 变换 ， 设 
Uy (a, t) x > Ame IT MTE t>0, 
mEA 


* Trp — Ter ' i 和 
Wy (a, t) = — 7, >) Om 一 k e ax Mit aot e t>0 
med | FPR | 


CBE EM 网 (一 0 2) 的 级 数 是 收敛 的 )， BIB, (n +1) 
元 组 F= (uo, ta, °°, Un) FEE BN EY  Cauchy—Riemann 方程 


(4.18)， 与 那里 的 定理 类 似 , 我 们 称 , 当 sup | | Fe, © de< 
oo 时 , PE H?(T,). 

(a) FEH*(L,) ,1<p<oo, % BALM Banc? i IPT) 
中 一 个 函数 的 Fourier 级 数 ， 可 利用 第 3 ify REM Z. 

(b) 设 人 -局 <p<oo, F EHT), i 

f, saplP lo, t) [Pdt<oo, 

并 且 lim F(a, 纺 儿 乎 处 处 以 及 在 L? (T) WEEE EHE. 

(o) 由 p=1 的 特殊 情形 可 推出 古典 F. 和 M. Riesz 定理 的 
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下 述 推广 〈 也 可 参见 第 六 章 中 的 〈5.8))， BBD ane 和 
È) am (my / |m) k=], 2 n) 是 有 限 测度 的 Fourier- 
Stieltjes 级 数 , 那么 这 些 测度 是 绝对 连续 的 . 

(b) 和 (0) 的 证 明 类 似 于 第 六 章 中 的 证 明 ， 也 可 参看 Shapiro 
[1]. 

(d) 补充 最 后 结果 的 一 个 事实 是 (在 n=1 时 无 类 似 事实 ): 设 
Zane" 和 加 an (my/|m| ere (b=1, 2, +, n) 是 有 限 测 


度 的 Fourier—Stieltjes 级 数 , BA, 对 每 个 齐 次 (7 阶 ) 调 和 多 项 式 
P,(@) (7 =0, 1, 2, …) 来 说 ， 级 数 > (P, Cm) / |m|’) ane?" 是 


IA(T,) 中 一 个 函数 的 Fourier 级 数 ， 这 是 用 Stein [9] 第 七 章 中 的 
方法 证 明 的 

6.6 定理 2.11 和 引 理 5.2 有 以 下 更 一 般 的 形式 .假定 pE 
I(H,), 且 |，p (0) dz=0， 设 pæ) = p (2/0), K, (8) = 
S p (o+m). BRK) @ 一 | fe-nK dy, WE 
(a) HEL T,), 1<p<co, N% 800 By, $k L (T) HER, 
fuk fF. | 

(bt) 若 再 设 小 (z) sup lo’) | 在 E, LAR, MEE S 
Lebesgue 集 的 每 个 点 上 , A(S*K.) (@)>f (2). 而且, 车 

f(s), 4 |e] <1; 

7 ORIA M4 {a{>4, 
则 成 立 sup | (f*K.) (w) |<Am3(a), 


6.7 设 入 是 定义 在 E, 上 的 复 值 函 数 ， 并 且 除 原点 以 外 ， 它 
属于 O., 又 假定 存在 一 个 常数 4， 使 得 在 0< lal<n 时 ， 有 
| D*a(e) | <A/|a|'*!, 那么 序列 {AGm)}, mEA, (A(0) =O) Kf 
L<p<oco 是 (L°(T,), LT.) ARTEI. 这 个 定理 当初 是 
Marcinkiewioz[11 给 出 的 ,在 那 本 书 里 还 证 明了 更 强 一 些 的 结论 . 
在 同样 的 条 件 下 , 和 也 是 非 周 期 情形 的 乘 子 ( 即 A (I(B,). 

© B05 。 


js (成 ,)), 1<209<co)， 但 由 于 历史 原因 ， 这 种 类 型 的 结果 很 晚 才 
出 现 ( 见 Mihlin[1] 和 H6rmander[1])， 非 周期 时 的 结论 也 可 以 
直接 从 周期 情形 利用 定理 3.18 得 到 ， 仍 参看 Stein[8] 第 四 章 . 

6.8 定理 5.1 表明 ， 当 fE, HIST?) I< 
Alfin 1<p<co, 对 临界 指标 的 这 个 结果 ,可 以 通过 考虑 pol 
或 poo 时 45 的 增长 而 得 到 推广 ， 事实 上 ,把 定理 5.1 的 证 明 精 
细 化 后 , 可 得 当 土 <p 二 2 时 , A A<A(p-1~, 24 2<p<oo 
时 ,有 Ap<Ap, 

(a) 利用 了 接近 于 工时 对 A, 的 估计 ,我 们 可 得 不 等 式 
[SAP Las | (fl Gog* fl )%de+ B, 

因而 车 |f| log* IfI)? 可 积 , 则 lim gS) (@) 一 f(z) 对 几乎 一 


切 z RAL, o | 

(b) 由 在 p 取 大 值 时 对 A 的 估计 可 知 , 若是 有 界 的 ， 则 存 
在 4>0, 使 得 | : 
| oxp {a872 f) (a)} da<eo, 


对 (a) 可 参阅 Stein[4]， 而 为 证 明 (b) 所 需 的 对 As 的 估计 隐 
AFE. 

6.9 我 们 已 经 看 到 , 对 任意 LAL.) 中 函数 ， 临 界 指标 的 局 部 

化 性 质 是 不 成 立 的 ( 见 定理 4.2 及 其 脚注 )， 但 在 较 强 的 假定 下 ， 


局 部 化 定理 则 是 成 立 的 ， 例 如 , EREE | | fllog*|f| de < 
co, 局 部 化 定理 就 成 立 . 特别 地 , 如 果 在 给 定 的 zo 点 , 满足 Dini 
条 件 | | f(ao~t)— f(z) [| 让 "di<oo， 则 当 Roo 时 ， 有 
SEY? (f) (wo)->f (wo)， 这 是 下 面 结果 的 推论 ， 

sap (|,, 14e ls) "<hp, 1<p<oo, 
Hib, Ano) = KEH (a) ~at ry (BEL) RY |a| am 
Jaa (20R|o|), PÉI Stein [7]. 
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6.i0 下 面 对 于 数值 级 数 的 Riesz 平均 的 凸 性 定理 可 用 来 证 
明定 理 4.3， 考虑 一 个 数值 级 数 >, Ce ME HY Riesz 平均 o3 = 
DAA E/R) ty, 00, BE CY=O(R), R>, j=0, 1, Fi 


A, 0<0<1, a= (1—0) +018 UR a=—a(1- 0) + a0 时 ， 可 
以 断定 o%=O(R*), Roo, BF Riesz[1], Chandrasekharan 
和 Minukshandaran [1]， 为 了 把 这 一 结果 用 于 证 明定 理 4.8， 我 
们 对 wa EA, 记 


R= Kis > (1- ml" faim oe 
(其 中 m J emir) 我 们 知道 ( 见 (4.28) 后 面 的 不 等 式 )， 


当 a> (n—1)/2 时 ， oh ORION DA”) E HER R= 
OUR 3D), 就 可 从 刚才 引述 的 凸 性 定理 推出 o8-? 了 3=0(D. 
但 这 对 几乎 一 切 2?, 与 引 理 4.6 是 矛盾 的 . 


文献 注释 


论述 多 重 Fourier 级 数 的 基本 性 质 和 Poisson 求 和 公式 的 一 般 参 考 资 
料 , 有 Bochner 的 经 典 书 籍 [3] 和 他 后 来 的 短文 [6]、 临 界 指标 的 演义 (无 
推论 2.15) 要 追溯 到 Bochner 的 文章 [7]， 定 理 2.17 的 n 维 形式 可 在 
Waigner 的 专题 报告 [ 志 中 看 到 . 

第 3 节 的 主要 结果 ， 即 定理 3.8 和 推论 3.16， 是 属于 de Lesaw[J] 的 ， 
论证 定理 3.18 的 主要 思想 是 古典 的 ， 但 现在 的 这 种 明确 的 形 式 似乎 是 新 
的 . dp ay Bw Igarili]. 

WOT.) 来 说 ， 在 临界 指标 时 局 部 化 结 论 不 成 立 是 上 面 提 到 过 的 
Bochner 文章 [?7] 中 证 明 的 。 至 于 存在 有 OT, Hea n>D, # Fourier 
级 数 几 乎 无 处 可 按 在 临界 指标 的 Riesz 平均 求 和 ， 也 可 在 Stein[5] 中 找到 . 
然而 这 里 更 强 的 形式 一 一 定理 4.2 一 一 则 是 新 的 ， 定 理 4.3 也 如 此 ， 所 有 这 
些 结果 , 都 用 了 Bochner 引入 的 一 种 方法 作为 一 种 出 发 点 ， 这 种 方法 涉及 到 
点 ?的 集合 5, 对 于 其 中 之 x，《iz 一 m|} 是 对 有 理 数 线性 无 关 的 ， 至 于 定理 
5.1, 可 参看 Stein[4, 也 可 参看 [21 和 [7], 它们 是 有 密切 联系 的 ， 读 者 也 可 
参阅 Shapiro 的 综述 性 文章 [ 癸 , 它 涉及 了 多 重 Fourier 级 数 的 多 个 专题 . 
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